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Stipersimetrik alan teorileri ve kohomoloji
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Ozet

Bu ¢calismada, genel anlamda siipersimetrik alan teorilerinin kohomolojik yapisi ¢alisiimistir. Kohomoloji
problemi siipersimetri cebri kullanilarak tamimlanmistir. Siipersimetrik alan teorilerinin eylemlerinin ilgili
coklularin en iist elemani oldugu kullanilarak elde edilen bu kohomoloji probleminin ¢éziimleri yardimiyla
bu eylemlerin diigiik boyutlu alan polinomlarimin ¢oklu siipervaryasyonlari olarak temsil edilebilecegi
gosterilmistiv. Bu yaklasimin  bir uygulamasi olarak Wess-Zumino modelinin kohomolojik yapist
incelenmistir. Elde edilen sonuglardan modelin eyleminin kinetik, kiitle ve etkilesme terimlerinin kabuk-dusi
stipersimetrik durum igin tam olarak diisiik boyutlu alan polinomlarinin kiral ve/veya anti-kiral ¢oklu siiper
varyasyonlart ile yazilabilecegi gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Siipersimetri, stipersimetrik alan teorileri, kohomoloji.

Supersymmetric field theories and cohomology
Abstract

In this work, the cohomological structure of supersymmetric field theories is studied in a general context.
Cohomology problem is defined by using the off-shell structure of the supersymmetry algebra. In order to
define a cohomology problem it is crucial to use the two component (Weyl) formalism of the supersymmetry
algebra, since each individual component of chiral and anti-chiral supersymmetry generators are nilpotent
operators. It is then possible to show that the actions of supersymmetric field theories belong to a class of
solutions of this cohomology problem and can be represented as multiple supervariations of some lower
dimensional field polynomials due to the fact that the actions of supersymmetric field theories can be viewed
as the highest component of respective multiplets. It is also discussed that the aforementioned algebraic
structure can be thought as the algebraic source of the well-known non-renormalization theorems of several
supersymmetric field theories. As an application of our method, the cohomological structure of Wess-Zumino
model is discussed. It is shown that the kinetic, mass and the interaction terms can be constructed from the
chiral and/or anti-chiral supervariations of the lower dimensional field polynomials for off-shell
supersymmetry. It is then found out that the well known non-renormalization theorems of Wess-Zumino
model is related to the terms that can only be written as pure chiral or anti-chiral supervariations of (mass)
dimension three fields.

Keywords: Supersymmetry, supersymmetric field theories, cohomology.
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Giris

Kuantum alan teorilerinin siipersimetrik genel-
lestirilmeleri (Wess ve Bagger, 1992; Weinberg,
2000) giiniimiiz pargacik fizikgileri tarafindan
hem fenomenolojik ve hem de teknik agidan pek
cok fayda getirdiginden yogun olarak ¢alisil-
maktadir.

Stipersimetri basitce, bir teorideki fermiyonlar
ve bozonlar arasinda tanimlanan bir simetri
olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla silipersimetri
sayesinde birbirlerine doniisen farkli spinli
fermiyon ve bozonlar bir (siiper) simetri ¢oklu-
sunun elemanlar1 olarak yazilabilir. Herhangi
bir siipercokluda fermiyon ve bozon sayilari
birbirlerine esittir ve ayn1 siipergokluya ait olan
tiim fermiyon ve bozon alanlar1 ayn1 kiitleye ve
ayni baglanma sabitine sahiptir.

Stipersimetrik bir teorinin eylemi siiper¢oklular
yardimiyla yazilabilir. Bilesen alan formiilas-
yonunda, eylemin sahip olmasi istenen
stipergoklular belirlendikten sonra, eylem bu
stipercoklularin elemanlarinin standart kuantum
alan teorisinden bilinen kinetik terimleri ve D
boyutta renormalize edilebilir en genel etkilesme
ve kiitle terimlerini i¢eren bir ifade ile verilir.
Dogal olarak, eylemdeki bu terimlerin katsayilari-
nin alabilecekleri degerler, eylemin siipersimetri
altinda degismez kalma sartiyla kisitlanmustur.

Diger taraftan siipersimetri sayesinde farkli
ozelliklere sahip alanlarin tek bir slipersimetri
coklusunun elemanlar1 olarak yazilabilmesinin
sonucu, siipersimetrik bir teoriden elde edilen
hareket denklemleri, (siiper) akimlar v.b. gibi
fiziksel ifadeler de bu ifadelerle ilgili bir
coklunun elemanlar1 olarak yazilabilir. Dolayi-
styla, siipersimetrik bir teorinin eyleminin tamami
ya da ayr1 ayn kinetik, kiitle ve etkilesme
terimleri de bir siiper¢oklunun elemani olarak
diisiiniilebilir. Ustelik, bu terimler siipersimetri
dontistimleri altinda degismez kaldiklarindan,
dahil olduklar1 ¢oklunun en yiiksek (boyutlu)
elemani olmalidir ve prensip olarak ¢oklunun en
diisiik (boyutlu) elemaninin ¢oklu siipervaryas-
yonu olarak elde edilebilmelidirler.

Bu amagla, asagidaki boliimde N-genisletilmis
stipersimetri cebri kullanilarak bir kohomoloji

problemi tanimlanacaktir. Bu kohomoloji proble-
minin ¢oziimleri ile siipersimetrik bir teorinin
eylemi arasindaki iligki incelenerek, eylemin
genelde diisiik boyutlu alan polinomlarinin
coklu silipervaryasyonlari ile temsil edilebilecegi
gosterilecektir. Bu yoOntemin bir uygulamasi
olarak elde edilen sonucglar, Wess-Zumino
modeli i¢in kullanilarak, modelin (kabuk-dis1)
siipersimetrik  eylemi diisiik boyutlu alan
polinomlarindan elde edilecektir.

Siipersimetri kohomolojisi

Bir teorideki fermiyon ve bozonlar arasinda
tanimlanan silipersimetri doniisiimleri i¢in bir
siipersimetri iireteci, sematik olarak:

d(fermiyon)=bozon, 6(bozon)=fermiyon (1)

seklinde gosterilebilir. N-genisletilmis siiper-
simetri i¢in dort boyutta spindrler Weyl formii-
lasyonu kullanilirsa, siipersimetri iireteci:

5=9i“Qiq+6id@‘* )

seklinde yazilabilir (Bu calisma boyunca Wess
ve Bagger (1992)’de verilen notasyon kullanil-
mustir). Burada, © ve © Grassmann degerli
siipersimetri parametreleri, Q ve Q sirastyla anti-
komiit eden kiral ve anti-kiral siipersimetri iire-
tecleri, o,a=1,2 spindr indisleri ve i,j=1,2,...,N
siipersimetri indisleridir.

Bu formiilasyonda, N genisletilmis slipersimetri
cebri:

Qs Qi 72i8,6"0,+8,0(D) (3)
{inQJB }zsaﬁzij ) {QwQBJgSaBZJ (4)

Z,=7, (5)

€p="¢y , Zij:_Zji s L i

seklindedir. Burada, o

alanlar1 cinsinden yazilabilen ayar doniigiimleri
ve Z de merkezcil yiklerdir. Kullanilacak
hesaplamalarin daha basit ve agik gosterilmesi
icin yukaridaki cebirde spindr ve silipersimetri
indis ikilileri tek bir indis olarak tanimlanabilir:

(®) parametresi teorinin

ayar’

(,0)=A , (,a)=A , A,A=1,2,..2N (6)
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ve denklem (3)’ten gorildiigii gibi indislerin
i=j,a=p ve a=Pdegerleri i¢in:

QaQx=0 , Q;Q;=0 (7)

elde edilir. Burada, tekralanan indisler iizerin-
den toplam alinmamaktadir. Goriildiigi gibi Q,

ve Q i karesi alindiginda sifirdir (nilpotenttir)
ve K, L herhangi bir alan polinomu olmak tizere:

Q.K=0, K#Q,L )
QiK=0, K#Q,L ©)

seklinde Q, ve GA iiretecleri i¢in bir kohomoloji
problemi tanimlanabilir.

Stipersimetrik eylemler dogal olarak siipersimetri
dontistimleri altinda degismez kaldigindan:

8S=(0Q,+64Q;)S=0 (10)

ayni zamanda ayr1 ayrt Q, ve GA altinda da
degismez kalir:

Qx8=0, Q;S=0 . (11)
Baska bir deyisle, eylem yukarida tanimlanan
kohomoloji probleminin belirli boyut ve simetri-
lere sahip ¢ozlimlerine aittir.

Diger taraftan, eylemin kendisi ya da ayr1 ayri
kinetik, kiitle ve etkilesme terimleri bir siiper
coklunun en yiiksek elemani olarak diisiiniile-
bileceginden, eylem bu coklularin en diisiik
boyutlu elemani ile iliskili oldugu varsayilirsa,
en genelde integre edilmis alan polinomlar
cinsinden eylem:

S=QNQ[dxY+Q[dxX+Q2N[dxX (12)

seklinde yazilabilir. Burada, Q> (ve benzer

sekilde Q2V), E,, gerekli indis kontraksiyonla-

rin1 saglamasi i¢in gerekli sabit tensorler olmak
uzere:

QBN Qu, - Qu (13)

ile tanimlanmistir. X, X ve Y alan polinom-
lar1 1se, (12)’den goriildiigii gibi eylemin sahip
oldugu boyut ve simetriler (ayar simetrisi, R-
simetrisi, v.b.) ile kisitlanmustir.

Eylem, (10)’u sagladigindan ve (13) ile verilen
tanimdan, spindr cebri kullanilarak:
QN+H=Q2N+1=() (14)
0zdes olarak elde edileceginden, diisiik boyutlu
alan polinomlar1 yukarida verilen kohomoloji
problemi ile iligkilendirilebilir. Bu amagla
stipersimetri cebri integre edilmis ayar degismez
polinomlar1 uzaymna kisitlandiginda, (3) anti-
komiitatorii bir yiizey integrali verir:

1Q,.Q; Fldxa,(..)+~0, (15)
ve (12) formunda verilen bir eylemin
siipersimetri altinda degismez kalma sarti:

Qi X=0, Q,X=0 (16)

sartlarina indirgenmis olur.

Goriildigi gibi eylemin siipervaryasyonlar ile
elde edilebilecegi diisiik boyutlu alan polinom-
larndan X ve X sirasiyla GA ve Q, ’nin
kohomolojisine aittir. Y polinomu ise, eger sifir
degilse ne Q, 'nin ne de GA nin kohomolojisi-

ne aittir:
Q.Y#0 , Q#0 . (17)
Burada (12) formunda verilen eylemde

QMNQNY teriminin bir Q, -tam ya da GA -tam

terim olarak yazilabilecegi hatirlanmalidir.

Wess-Zumino modelinin kohomolojik
yapisi

Bu boliimde, siipersimetrik teoriler i¢in yukari-
da verilen yaklagima bir 6rnek olmas1 agisindan
Wess-Zumino (WZ) modelini inceleyecegiz.

Bilindigi gibi, dort boyutta yazilabilen en basit
stipersimetrik model olan WZ modeli, kiral
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®=(¢,y,.F) ve anti-kiral ®=(¢,y,,F) ¢oklula-
rin elemanlart ile verilir (Wess ve Bager,1992).
Kiral ¢oklunun N=I1 kabuk-dis1 siipersimetri
doniisiimleri:

Qud=v2v, , Qu0=0 (18)
QP=v280F , Qiyb=—in2G30u¢ (19)
Q.F=0 , QuF=in25:ramy, (20)

ile verilmistir. Anti-kiral ¢oklunun siipersimetri
doniisiimleri kiral ¢oklu igin verilen doniisiim-
lerin hermitsel eslenigi alinarak bulunabilir.

N=1 siipersimetri i¢in modelin eylemi (12)
kullanilarak:

Swz=QuQuQQ,Jd*xY

+QuQ, [d*xX+Q,Q¢[d*xX (21)
formunda yazilabilir. Eylem boyutsuz oldugun-
dan ve Q,, Q, etki ettigi biiyiikliiklerin boyu-

tunu %2 artirdigindan (21)’in boyutsuz olmasi
icin dort boyutta:

Boyut(Y)=2, Boyut(X)=Boyut(X)=3 (22)

olmalidir. Modelin sahip oldugu alanlar incelen-
diginde ise, bu boyutlara sahip olan ve (16),
(17) denklemlerini saglayan X, X ve Y alan

polinomlarinin sadece:

Yoc$¢
Xocd3,m?

(23)
, Xocg®,m? (24)
ile orantil1 olabilecegi goriiliir.
Dolayisiyla, biraz islemden sonra katsayilarin

elde edilmesiyle, (21) ile verilen diisiik boyutlu
alan polinomlarinin ¢oklu siipervaryasyonlari:

Swz =] d4X%6&6anQa$¢
—Jd‘*x[Q“Qa(%mqﬂ+%¢3)+h.e.]
=[d*x(~040,0—iyG, Oy +FF

(25)

Hm@F-Syy)re@dF-yyd)thel)  (26)

WZ modelinin kabuk-dis1 siipersimetrik eylemi-
ni verir. Bu eylemin kinetik, kiitle ve etkilesme
terimlerini ise sirastyla:

Sn=ld*x - Q.QQ" Q.09 (27)
n=—2]d'x[QeQ, ¢ +h.e] (28)
Setk:T‘g’zId“x[QaQad)Mh.e.] (29)

seklinde yazmak miimkiindiir.

Sonuglar ve tartisma

Bu calismadan elde edilen sonuglardan goriil-
diigii gibi, (kabuk-dis1) siipersimetri cebri kulla-
nilarak tanimlanabilen bir kohomoloji problemi
ile slipersimetrik eylemlerin diisiik boyutlu alan
polinomlarmin ¢oklu siipervaryasyonu olarak
yazilabilecegi anlagilabilir. Kabuk-iistii stiper-
simetrik durum ig¢inse, kabuk-dis1 durumda elde
edilenlere benzer bagintilar kullanilarak eylemin
tam olarak bulunmasi miimkiin degildir (Ulker,
2001). Bu problem siiper Yang-Mills teorilerin-
de, teorinin genisletilmis BRST kohomolojisi
kullanilarak ¢oziilmiistiir (Ulker, 2002).

Bu calismada elde edilen sonuglarin olasi bir
uygulamasi ise yukarida tartisilan ydntemin
stipersimetrik teorilerin renormalize olmama
teoremlerinin elde edilmesi i¢in kullanilmasidir.
Bilindigi gibi, bu calismada incelenen WZ
modelinde  renormalize  olmama teoremi
modelde kiitle ve baglanma sabiti renormali-
zasyonunun olmadigini soyler. Bagka bir deyisle
modelde yalnizca eylemin kinetik terimi ile
ilgili olan logaritmik dalga fonksiyonu renorma-
lizasyonu vardir.

WZ modeli i¢in bu renormalize olmama teoremi,
eylemin etkilesme teriminin (21) formunda
olmasi kullanilarak, siipersimetrinin bilesen alan
formiilasyonunda gosterilebilmistir (Flume ve
Kraus, 2000).

Diger taraftan siipersimetrinin siiper uzay
formiilasyonu kullanilarak, Seiberg (1993) tarafin-
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dan, bu renormalize olmama teoremi Feynman
diyagramlar1 kullanilmadan elde edilmistir.
Bahsedilen bu yaklasimda renormalize olmama
teoreminin ispatt tamamen modelin etkilesme
terimlerinin analitik ve holomorfik olmasina
dayanmaktadir.

Bu ¢aligmada verdigimiz yaklagimda goriildigii
gibi, WZ modelinde renormalize edilmesi gere-
ken S,;, terimi bir Q ya da Q -tam terim olarak
yazilmaktadir ve bu terimin elde edildigi diisiik
boyutlu alan polinomu Y, Q ve Q ’nin koho-
molojisine ait degildir. Dolayistyla, renormalize
olmama teoremleri ile bu calismada verilen
siipersimetri kohomolojisi arasinda bir iligki
bulunmalidir. Boyle bir iligkinin anlagilmasinin
yukarida kisaca bahsedilen nedenlerden dolay1
ilgin¢ olacagim diisiiniiyoruz.
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