itudergisi/c
fen bilimleri

Cilt:8, Sayi:1, 67-80
Kasim 2010

Polinom olmayan skaler evrim denklemlerinin
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Ozet

Literatiirde, “integre edilebilen denklemler”, lineer denklemlere doniistiiriilebilen ya da ters spekt-
ral doniisiim ile ¢oziilebilen denklemler olarak tanmimlanir (Calogero, 1991). Bilinen tiim integre
edilebilen denklemlerin ortak bir dzelligini bulmaya dayali yontemlere “integrabilite testleri” adi
verilir. Sonsuz sayida korunan nicelikler, sonsuz sayida simetriler, soliton ¢oziimleri, yaygin kulla-
nilan integrabilite testlerinden bazilaridir. “Simiflandirma problemi”, integre edilebilir diferansiyel
denklem ailelerinin siniflandirilmast olarak bilinir. Yakin ge¢miste Sanders ve Wang sonsuz sayida
simetrilerin varligimi kullanarak, ol¢ek bagimsiz skaler integre edilebilir, 7 inci mertebeden biiyiik,
evrim denklemlerinin, 3 tincii ve 5 inci mertebeden denklemlerin simetrileri oldugunu gostererek
smiflandirma problemini, polinom élgek bagimsiz skaler denklemler icin ¢ozmiislerdir (Sanders ve
Wang, 1998). Keyfi m inci mertebeden evrim denklemlerinin siniflandirilmas: hakkinda, ilk sonug
Bilge (2005) te elde edilmistir. Bu sonuca gore, n=m+1 mertebeden trivial olmayan bir korunan
yogunlugu kabul eden, m=2k+1 ve k=3 mertebeden evrim denklemleri kuazilineer olmal:dir. Bu
calismada ise, m=2k+1"inci mertebeden integre edilebilir skaler evrim denklemlerinin, m>7 icin,
Um-i, 1=0,1,2 tiirevlerine gore polinom oldugu ispatlanmistir. Burada integrabilite testi olarak Mik-
hailov ve digerleri (1991) tarafindan énerilen “formel simetri”lerin varligi kullamilmistir. Bu in-
tegrabilite testi, p(') olarak adlandirilan bazi korunan yogunluklarin varligini gerektirmektedir. Bu
calismada kullanilan p®@, p®® ve p®, genel ifadeleri Bilge (2005) 'de verilmis olan korunan yogun-
luklardwr. Hesaplamalarda kullanilan genel formiiller m>19 i¢in gegerlidir. m<19, (m=7, 9, 11, 13,
15, 17) i¢in hesaplar sembolik programlama dili REDUCE kullanilarak yapilmis ve aynt polinom-
luk ozellikleri elde edilmistir. Bu ¢calismada sadece m >19 i¢in elde edilen sonuc¢lar sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Integrabilite, simetri, korunan yogunluklar.
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Towards the classification of scalar
non-polynomial evolution equations

Extended abstract

In the literature, integrable equations are meant to
be non-linear equations which are solvable by a
transformation to a linear equation or by an inverse
spectral transformation (Calogero, 1991). The diffi-
culty in constructing an inverse spectral transfor-
mation had motivated the search for other methods
which would identify the equations expected to be
solvable by an inverse spectral transformation. The-
se methods which consist of finding a property
shared by all known integrable equations are called
“integrability tests”. The existence of infinite num-
ber of conserved quantities, infinite number of sym-
metries, soliton solutions are some of well known
integrability tests.

In the classical theory, “symmetry of a differential
equation” is defined in terms of the invariance
groups of the differential equation. This definition is
essentially equivalent to defining symmetries as so-
lutions of the linearized equation. That is if ¢ is a
symmetry of the evolution equation u, = F(x,t,u,

Uy,...U, ) then o=F.c where F. is the Frechet
derivative of F.

In this study we work towards the classification of
scalar non-polynomial integrable evolution equa-
tions of order m, using the “formal symmetry
method ”. This integrability test is based on the ex-
istence of a truncated expansion of a formal pseudo-
differential operator R satisfying the operator equa-
tion R +[R,F.]=0.

The classification problem for scalar, polynomial,
scale invariant integrable equations is solved in the
work of (Sanders and Wang, 1998), where it is
shown that integrable equations of order greater
than or equal to seven are symmetries of third and
fifth order equations. In subsequent papers these
results are extended to the cases where negative
powers are involved (Sanders and Wang, 2000), but
more general non-polynomial equations are not
studied by their method.

The “formal symmetry” method introduced by (Mi-
khailov etal., 1991) have been used to obtain a pre-
liminary classification of essentially non-linear third
order equations and quasi-linear fifth order equa-
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tions. The classification of essentially non-linear
third order equations is considered later in the work
of (Heredero etal., 1995), where quasilinear inte-
grable equations that are not linearizable are found
to be related to the Korteweg-de-Vries and Krichev-
er-Novikov equations through differential substitu-
tions.

The first result towards a classification for non-
polynomial m’th order evolution equations is ob-
tained in (Bilge, 2005) where it is shown that scalar
evolution equations u, = F[u], of order m=2k +1
with m=>7, admitting a conserved density
p=Pu’+Qu, +R, with P#0, of order n=m+1, are
quasi-linear. The method of (Bilge, 2005) is not ap-
plicable to third order equations, because for m=3,
the canonical conserved density p®, which the
quasilinearity result is based on, is not of the gener-
ic form. For m=5, although the generic form of
pis valid, k=2 occurs as an exception and we
cannot exclude the existence of fifth order non-
quasilinear integrable equations, at least with the
present method. For m > 7the structure of integrable

equations seems to be much simpler and one may
hope to obtain a complete classification.

In the present work we continue with the classifica-
tion problem using formal symmetries and we prove
that arbitrary (non-polynomial) scalar evolution
equations of order m>7, u, =F[u], that are inte-

grable in the sense of admitting the canonical con-
served densities p®, p@ and p® introduced in
(Mikhailov vd., 1991), are polynomial in the deriva-
tives u . for i=0,1,2. These results have been ob-

tained by the computation of thp(i), i=1,2,3,

where we used only the coefficients of top two non-
linear terms. First we proved that the top two non-
linear terms come from top 4 derivatives in the ex-
pansion of D,p and we obtained the expressions of

the coefficients of these top two nonlinear terms.
Then we computed successively these coefficients for
each case. These results are valid for m>19, thus
for the completeness of the proof we repeated the
computations explicitly for the lower orders namely
m=7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, and obtained the
same results which are omitted here.

Keywords: Integrability, symmetry, conserved density.
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Giris

Skaler, olgek bagimsizlik 6zelligine sahip poli-
nom formunda, integre edilebilir denklemlerin
smiflandirma problemi, Sanders ve Wang
(1998) tarafindan, 7 ve daha biiyiik mertebeden
denk-lemlerin, 3 ve 5 inci mertebe denklemlerin
simetrileri oldugu gosterilerek ¢oziilmiistiir.

Keyfi m’inci mertebe evrim denklemlerinin si-
niflandirilmast ile ilgili ilk sonug (Bilge, 2005)’te
elde edilmistir. Bu sonu¢, n=m+1 mertebe-
den p=Pu’+Qu,+R ve P=0 formunda bir

korunan yogunlugu kabul eden, m=2k+1,
(m=>7) mertebeden u, = F[u] formunda, skaler

evrim denklemlerinin kuazi-lineer olmasidir.
(Bilge, 2005)’te tartisildigi gibi, Onerilen yon-
tem, m=3 ve 5 i¢in gegerli degildir.

Bu caligmada siniflandirma problemine, (Mik-
hailov vd., 1991) tarafindan 6nerilen formel si-
metriler kullanilarak devam edilmistir. Giris bo-
limiinden sonra, hesaplamalarda kullanilan no-
tasyon ve terminoloji 6zetlenmistir. Esas sonug-
larmn verildigi, takip eden boliimlerde ise, Bilge
(2005)’te  genel ifadeleri verilmis olan
p",1=123 kanonik yogunluklart kullanila-
rak, smiflandirma ile ilgili sonuglar verilmis,
genel m degerleri i¢in, m=2k +1 mertebeden
integre edilebilir denklemlerin u,,, u,, ve u, ,

tiirevlerine gore polinom oldugu gosterilmistir.

Notasyon ve terminoloji

Calismamizda 1+1 boyutta, yani bir uzay ve bir
zaman degiskenine bagli fonksiyonlar i¢in ska-
ler evrim denklemleri incelenecektir. Bagimsiz
degiskenleri x,t, bagmh degiskeni ise
u=u(x,t) olarak alinacaktir. Bagimsiz degis-
ken-lerin ve bagimli degiskenin keyfi ama sonlu
mertebeden tiirevlerinin, her mertebeden tiirev-
lenebilir fonksiyonlart “diferansiyel fonksiyon”
olarak adlandiracak ve (p[u]: o(x,t,u,u, ..., U,)

ile gosterilecektir (Olver, 1977).

Bu ¢alismada kismi tiirevleri alt indislerle belir-
tilecektir. Ornegin u =u(x,t) ise,

69

@ =@(Xtu,u,---,u.) ise,
_dp  _0p

2 o

notasyonu kullanilacaktir. Parantez igindeki o,

ve p) gibi alt ve iist indisleri ise, degiskenleri
adlandirma amach olarak kullanilacaktir. Yuka-
rida verilen notasyonla, ¢ fonksiyonu i¢in X’e
gore toplam tiirev, Do,

D¢:Z¢iui+1 + ¢ 1)
i—0

seklinde, yiiksek mertebeden tiirevler ise binom
formiilii uygulanarak
D¥p = Z

]

k-1

2

k-1) . _

( . j(qu)i)ui+k—j:|+ D" 1¢x (2)
o\ J

seklinde yazilabilir. Hesaplamalarda gereken ve
Bilge (2005)’te verilmis olan, D*@'nin uy’lara
gore agik ifadeleri, k >7icin gecerli oldugun-
dan, Mizrahi (2007)’de ayrintili olarak tartisil-
dig1 gibi, genel ifadelerimiz m>19i¢in gegerli-
dir. D, ile gosterilen zamana gore toplam tiirev;

Dip=Y ¢D'F+p ©)

i=0
seklinde ifade edilmistir. Eger p diferansiyel

fonksiyonu korunan bir yogunluk ise, herhangi
bir o diferansiyel fonksiyonunun

D,p=Do

esitligini saglamasi gerekir. Bu kosuldan p ’nun
belirlenmesi i¢in, D,p ifadesinin integrali he-
saplanir ve toplam tiirev olmayan terimlerin kat-

sayilar1 sifirlanir. Buradan elde edilecek ko-
sullar adim adim p ’nun ve F ’nin belirlenme-

sini saglar. Eger ¢ ve y diferansiyel fonk-
siyonlari, herhangi bir 7 diferansiyel fonksiyonu
icin @=yw +Dn kosulunu sagliyorsa, esdeger
kabul edilecek ve ¢ = seklinde gosterilecektir.



E. Mizrahi, A.H. Bilge

(p[u] =@(x,t,u,u;,...,u,) seklinde, yani bagimli
degiskenin en fazla n’inci mertebeden tiirevine
bagl ise, ¢ 'nin mertebesi n olarak tanimlanacak
ve | @ |=n olarak gosterilecektir. X ’e gore toplam
tiirev mertebeyi bir arttirdigindan, |@|=n ise
|D*@l=n+k olur. Ayrica, u,=F ve |F|=m
ise D, tiirevi de mertebeyi m kadar arttiracaktir.
Hesaplamalar, n=m-+| mertebesinden p ’lar
icin D,p ifadesinde, en iist ilk iki lineer olma-

yan terimin katsayilart sifirlanarak yapilmistir.
Bu terimler, Onerme 1°de ispatlandigi gibi,
D, ’nun agilimindaki en st ilk 4 tirevinden

hesaplanmistir. Kismi integrasyon,

P, <P, << p <S—1lve|pl=k<p, ise;

Qut--utug = —D(@u ---ud)u
.. 1 o P
Wpi'“up:usp—lusE_mD(wpi.“upl)usp_ll (4)

formiilii ile uygulanmis ve yliksek mertebeden
lineer olmayan bir terime rastlayana kadar tekrar-
lanmustir.

Simiflandirmadaki genel sonuglar

Bu boliime bigimsel simetri yonteminin tanimu ile
baglayalim (Mikhailov vd., 1991). u, = F[u] bir
evrim denklemi olsun. Rekiirsiyon operatorii R,
bu denklemin simetrilerini simetrilerine gotiiren
lineer, genelde integro diferansiyel bir operator-
diir. Yani eger o, u, = F[u] denkleminin bir si-
metrisi ise, Ro da ayn1 denklemin bir simetrisi-
dir. Bu kosulda, F., F.=Y" FD' esitlii ile

tanimlanan F 'nin Frechet tiirevi olmak iizere,
asagidaki operator denklemi elde edilir:

R“+|R,F.]=0 )

Eger R, u,=F[u] evrim denkleminin bir re-
kiirsyon operatorii ise, R ’nin herhangi bir ras-
yonel kuvvetinin de ayni denklem igin bir re-
kiirsyon operatorii oldugu bilinmektedir. R ’nin
integralleri, psodo-diferansiyel operatdr adi veri-
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len, D™’in seri agilim seklinde yazilabilmekte ve
R*'" hesaplanabilmektedir.

Mertebesi 1 olan bir rekiirsyon operatoriinden bas-
layarak, D operatoriiniin ters kuvvetlerinden olu-

san bir formel seri agilimi ile k mertebesinde R,
k=2,23,... operatorii, yani R, R?,... R¥ psodo-
diferansiyel operatorleri hesaplanabilir. A ve B
herhangi iki formel seri ise [A, B] formel serisinde
D' in katsayismin bir toplam tiirev oldugu bilin-
mektedir (Adler, 1979). R*’da D in katsayisin
p®  olarak  gosterilsin.  (5) denkleminde
[Rk, F*]’da D' ’in katsayist ise, o™ herhangi bir
diferansiyel fonksiyon olmak iizere Do seklin-
dedir ve p + Do =0 denkleminin saglanma-
s1 gerekir. Bu da p® ’larin korunan yogunluklar
oldugu anlamma gelir. o™ ’larm hesabi igin mer-

tebesi 1 olan bir formel seri agilimindan baslaya-
rak R, k =m’e kadar he-saplanir. R™ ’nin, L
birinci mertebeden bir psddo diferansiyel operator
olmak tizere F.+L formunda olmasi gerektigi
kullanilarak katsayilar belirlenir.

Uyan 1. Mikhailov ve digerleri (1991)’in meto-
dunda p™ ’lerin hesaplamalarinda belli bir sayi-

dan biiyiik i degerleri igin tam tiirev terimlerinin
ihmal edilmemesi gerekir. Bu c¢alismada kul-

lamlan, m>5 igin p® ve p®nin, m>7 igin
o *{in agik ifadeleri Bilge (2005)’de verilmistir.

D,p ifadesini toplam tiirevlere gore hesaplamak

icin (3) denklemi kullanilarak, yiiksek tiirevde li-
neer olmayan bir terimle karsilasana kadar kismi
integrasyon uygulanmustir. Asagida verilen Oner-
me 1’de, F denklemi m=2k+1 mertebesinde
ve p korunan yogunlugu n=m+I, mertebesinde

ise, m>19 icin, lineer olmayan en yiiksek iki te-
rimin uz ., ve u} ., oldugu gosterilmistir.

Onerme 1. m=2k+1, n=m+| olmak iizere
u, =F(Xxtu,---u,) evrim  denklemi  ve
p=p(xtu,---u.) bir diferansiyel fonksiyon ol-
sun, kK+1-1>0 icin,
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(_1)k+1 Dtp ~ [Dk+lpn _ kan_l]Dk+| F
_ [kan_z _ Dk—lpn_s]DkH—lF
+O(Uzy14) (6)

olur.

Ispat. Dp=>" pD'F+p ifadesinde en
yiiksek mertebeli tirev, p,D"F ifadesinden ge-

lir. Burada, p, ve D"F ifadelerinin mertebeleri

st-rast ile 2k +1+1 ve 4k +1+2 dir. k+1 kez
kismi integrasyon uygulandiginda,

annF ~ (_1)k+l Dk+|ank+| F

5zdesliginde D*"'p ve D*F ifadelerinin mer-

tebeleri sirast ile 3K +1+2 ve 3k +1+1 dir. Bir
kez daha kismi integrasyon uygulandiginda

Ug, .1, € gOre lineer olmayan bir ifade elde edi-
lir. Benzer sekilde o, ,D"F ifadesinde, p,,

ve D"'F sirasiyla 2K +1+1 ve 4k +1+1 mer-
tebesindedir. Bu kez, k kere kismi integrasyon
uygulandiginda,

pn_anle ~ (_1)k kanDk+| F

elde edilir. Burada mertebesi 3k+1+1 olan
D“p,, ve D*'F ifadelerinin ¢arpimi sonucu,

Ug, .1, "€ gOre lineer olmayan bir ifade elde edi-
lir. Buradan, u,,,,,,’e gore lineer olmayan ifa-
denin, en biiyiik ilk iki tirev olan p,D" ve

p.,D"'F ifadelerinden geldigi, benzer bir ar-
gliman ile en yiiksek iki lineer olmayan terimin,
en yiksek 4 tiirevden elde edilecegi ve kalan
terimlerin 3k +1—1 mertebesinden olacagi go-
rilmektedir. D,p ifadesinde en yiiksek lineer
olmayan iki terimin katsayilar1 Onerme 2 ile ve-
rilmistir. Bu makalede verilmis olan sonuglarin
elde edilmesini saglayan (7) ve (8) numarali
denklemler, bu ¢alismanin belkemigini olustur-
maktadir.

Onerme 2. u, = F(x,t,u,---u_), m= 2k +1 mer-
tebeden bir evrim denklemi ve p = p(x,t,u,---u,),
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—2<1<2 olmak iizere u,=F denkleminin

n=m+1 mertebeden bir korunan yogunlugu ol-
sun. D,p ifadesinde lineer olmayan en yiiksek

mertebeli iki terim, m>19, K+1>7 igin,
ui ... ve us., olup, katsayilart sirasiyla asagi-
daki gibidir:

1 1
(k +§) F.Dp,, —(k+I+ E)DFm,omn

_Fm—lpn,n = O’ (7)

pn,n D3|:m

{$(2k3+6kzl +6KI? +21° +3k* + 317 +6k|+k+l)}

+Pn,nD2Fm_1E(k2 +1% + 2kl + 2k + 21 +1)}

. pn’nDFm_Z[% (2k+2I +3)}

+ pn,n Fm—3

+ D,on’nDZFm

{l(—Zk3 —4K% - 2kI* +K* +1? +2k|+k+|)}
4
+ Dpn'nDFm_l{% (—2k* —2kI+1 +1)}
1

+ Dpn,n Fm—Z[E (_Zk +1)}

+ szn,nDFm|:% (2k® +2k?1 —k? - k):|
)

2

1
+D%p F | —(-2k®*-3k?-k
pn,n m|:12( ):l

F

n,n’ m-1

+D%p

+ Dpn'nlDFm{% (2k + 2 —1)}
+Dp,naFna

+ sznyn_lFmB (—2k —1)}

+ oo DF,[2k +21 -1]

+ P oFnal2]

m-1
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+Dpnn2 m[ 2k 1]

+ P1naPF, 2 (—2k A +1)}

+ Pnana Fa [_ 1]

% L+ ZK)} -

+Dpy1naFn (8)

Ispat. Onerme 1’de belirtilen integrasyonlar ya-
pilir ve D, p ifadesindeki ilk dort terimden sa-

dece u’,.,ve UZ, ’yi iceren ifadelere katkisi

olan terimler alinarak asagidaki 6zdeslik elde
edilir:

k+1 ~
(_1) Dtp = pn,n qu3k+l+1u3k+l+2

+ pn,n [Fm—l + (k + I) DFm ]u3k+l u3k+l+2
i k+1\
+ Pon F.,+((k+I)DF, + 5 D°F,

X Ugy iy aUsgiirs2

K+l
Fm3+(k+I)DFm2+( ; jDZle

+[ ]D F :| 3k+l- 2u3k+l+2
+(k+1)Dp, ,F

mu3k+l+lu3k+l+1
+(K+1)Dp, ,[F,s + (K +1D)DF, g Ui
+(k+2)Dp, [

F.,+((k+I)DF,_,

K+1) .,
+ 9 D F, s Uz

k+1) ]
2 D pn,n _pn—l,n—l

X FUze g Uz

+pn,n

k +1
3

Pona T Dpn,n—l +(

k+1)
+ pn,n—2 + Dpn,n—l + ) D pn,n _pn—l,n—l
x [Fm—l +(k+I)DF, ]u3k+lu3k+l

+ [pn,n—3 + (k +1) Dpn,n—z + kD2/On,n—l

k+1)
+ D pn,n _pn—l,n—z - kDpn—l,n—l

3
X FUsep Uz
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+ pn—2,n qu3k+lu3k+l+l
*+ Pnan [Fm—l +(k+1-1)DF, }'J3k+|71u3k+l+l
+ [pnfz,nfl + kDpnfz,n - pnf’o’,n ]qu3k+lu3k+l (9)

Bu ifadeye kismi integrasyon uygulandiktan
sonra UZ, ., 'nin katsayisi olan (7) ile ug,_, “nin
kat-sayis1 olan (8) elde edilir.

(7) denkleminden korunan yogunlugun formu
ve Ozellikleri hakkinda bazi sonuglar elde edil-
mis olup yliksek mertebede korunan yogunluk-
larin, en yliksek tiireve gore kuadratik oldugu ve
her mertebedeki yiiksek yogunluklarin ilk kat-
sayilarinin birbirlerine gore orantili oldugu go-
rilmistiir (Bilge, 2005).

Sonu¢ 1. u, =F(xtu,---u,), m=7 mertebe-
den evrim denklemi ve n>m mertebeden
p=p(Xtu,---u,) korunan yogunlugu ise,
Ponn =0 dir. (10)
Ispat. (7) denkleminin sadece ilk iki terimi iger-

digi ve 1 >0, k+1>3 igin gegerli oldugu go-
rillmektedir:

D
e T

n,n m

(11)’da n>m igin en yiiksek mertebede terimin
Dp,, dolayisiyla p,,, =0 oldugu goriilmek-
tedir.

Uyan 2. (11)’den goriilecegi gibi, p ve n, n
inci  mertebeden iki korunan  yogunluk,
Pon =P ve 1, =Q ise, DP/P =DQ/Q olur.
Oteyandan p ve 17, | pl=n ve |n|=n+1 gibi
ardigik mertebeli korunan yogunluklar, p, , =P

ve 77n+1,n+1 = Q ! ise;

22

olur ve dolayisiyla Q =

DF,

m-1

F

m

DQ DP
P

F2'™P bulunur.
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Uyan 3. (7) ve (8) denklemlerinde, F ve p nun
kismi tirevleri en fazla u; ye bagimh ise, bu

denklemler u.

ixi» 1 >0 ye gore polinomdur.
Not: Tez’de detayli olarak anlatilan dereceli ce-
bir yontemi ile, hesaplamalarin sadece en yiik-
sek mertebeden tiirevlerin katsayilar1  kul-
lanilarak yapilabildigi ispatlanmistir. Bu yon-
tem, hesaplamalarin ¢ok daha kisa ve net olma-
sin1 saglamis ancak ayrintilar burada verilme-
mistir.

Genel durumlar i¢in polinom sonuclar

Bu boliimde, Onerme 2’deki denklemler, gerek
(Bilge, 2005)’te hesaplanmis olan p(i), i=123
kanonik yogunluklarina (Adim 3 ve 6), gerek p
ve v gibi jenerik korunan yogunluklara uygula-
narak, polinom sonuglar elde edilmistir. Bir, iki
ve dordiincii adimlarda jenerik korunan yogun-
luklar kullanilmistir. Birinci adimda, homojen
bir denklem sisteminin katsayilar mat-risinin
m>5 icin tekil olmamasindan yola cikilarak,
m>5 icin kuazilineerlik 6zelligi gosterilmistir.
Iki ve dordiincii adimlarda, benzer bir yap ile,
bir homojen lineer denklem sisteminin tekil ol-
mamasindan, U, in katsayisinin sirastyla u,, ,’den

ve U, ,’den bagimsiz oldugu gosterilmistir.
Ucgiincii ve altinc1 adimlarda elde edilen sonug-
lar, kanonik yogunluklarin agik ifadelerini ge-
rektirmektedir. Ugiincii adimda u,, ,’e gére po-
linomluk, besinci ve altinc1 adimlarda ise u,,_,’e
gore polinomluk ispatlanmistir. Altinct boliimde
p® kanonik yogunlugu kullanilms, besinci bo-
limde ise jenerik korunan yogunluk ile baslayan
ispat p® kanonik yogunlugunun ifadesi kulla-
nilarak tamamlanmaistir.

Admm 1. kuazilineerlik: F, =0

Bu adimda, kuadratik korunan bir yogunlugun
varligimi kabul eden bir evrim denkleminin
kuazilineer oldugu ispatlanmistir.  Bilge
(2005)’te verilmis olan bu ispati tekrarlamami-
zin amaci, Onerme 3’teki denklemlerin kulla-
nim1 sayesinde yapilan ispatin daha kisa ve agik
olmasidir.
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Onerme 3. u, =F(xt,u,---u_),

m =2k +1>13 mertebeli bir evrim denklemi-
nin,
p=Pur,+Qu,, +R (12)
| P|H QH R |=m formunda bir korunan yogun-
luga sahip oldugunu varsayalim. Buradan
PF,., =0 olur.

Ispat. Korunan yogunluk m+1 mertebeli ol-
dugundan, k+1>7 kisitindan dolayi, ispat
m>13i¢in gegerlidir. Bu kosullar altinda elde
edilen (7) denkleminde u_,in ve (8) denkle-

minde u,,, lin katsayilari, sirasiyla asagida ve-

m+1

rilmistir:

(2k+1)F, P, —(2k +3)PF, =0 (13)

(2k +1)(k* +k +6)F P,
—(2k+3)(k+1)(k+2)PF, =0 (14)

Bu iki denklem, agagidaki homojen lineer denk-
lem sistemini vermektedir.

|

Bu lineer sistemde, katsayilar matrisi k =2 i¢in
tekildir. Homojen sistemin, k #2 igin sadece
asikar ¢6ziimii oldugundan, (15)’e gore

1 -1
k?+k+6 —(k*+3k+2)

Fm Pm
PF.,.,

0
0

} (15)

F.P

m-m

PF

m,m =0

(16)

Evrim denkleminin kuazilineer olma kosulu,
(16) denkleminden, P #0 igin bulunur.

Sonug 2. p® kanonik yogunlugu korunan yogun-
lukise F,, =0 bulunur.

Ispat. Bilge (2005)’te p® in ifadesi, P =a"'a’

ve A=a" olmak tizere, (12) denklemindeki ile
aym formdadir. Dolayisiyla, PF, =0 esitligi

Fo.m =0 olmasini gerektirir.
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Bilge (2005)’te, korunan yogunluk kosulunun
acik hesaplanmasi ile 7, 9 ve 11 mertebeli ev-
rim denklemlerinin de kuazilineer oldugu goste-
rilmistir. Kanonik yogunluklarin varligi, integ-
rabilite i¢cin gerekli kosul olmasindan dolayi,
m =2k +1 mertebeli ve k >3 igin integre edi-
lebilir evrim denklemleri kuazilineerdir. Koru-
nan yogunluk kosulunun hesaplamalarinda, ge-
nel formiiller, K+1>7 icin uygulanabildigin-
den, asagidaki sonuglar m>19 i¢in gegerlidir.
Diisiik merte-belerde agik hesaplamalar ile so-
nu¢larimizin ge-gerliligi kanitlanmig olup Miz-
rahi (2007)’de verilmistir.

Adim 2: U_,’e gore polinomluk, ilk sonuc,
A’n—l =0

Ikinci ve iigiincii adimlarda, U, = Au_+B ev-
rim denkleminde Ave B katsayilarinin, U, ,’e

gore bagimlilik kosullar1 belirlenmistir. Bu
amag dogrultusunda, m mertebeli bir o jenerik

korunan yogunlugun varligi kabul edilerek,
D,p’ nun en st mertebeli, lineer olmayan te-

rimlerinin katsayilar1 olan ve (7), (8) denklemle-
ri ile verilen ifadeler kullanilmistir.

Onerme 4. u, = Au_+B, m>19 mertebeli ve
| A5 B|=m-1 formunda bir evrim denklemi-
nin,

p=Pu’+Qu_ +R (17)

ve |PHQIJHR]=m-1 formunda bir korunan

yogunluga sahip oldugunu varsayalim. Bura-
dan;
PA,. , =0 dw. (18)

Ispat. Bu ispatta, (7) ile (8) denklemleri, 1 =0,
F.=A ve p,,=2P icin hesaplanmistir. (7)

denkleminde u,, ’in katsayist:
2k+)P. ,A-(2k+3)A ,P=0 (19)

(7) denkleminde ise U,,,, ’in katsayist:
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|2k® +9K? +13k +6]A, ,P

~ |2k +3k? +13k +6JP, ,A=0 (20)

olarak elde edilmistir. (19) ile (20) denklem-
lerinden elde edilen lineer sistem asagida veril-

mistir:

{ 2k +1 —(2k+3)
(21)

2k® +3k*+13k +6 —(2k® +9k? +13k +6)
AP, |0
PA..| |0

Lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi
k =2, dolayisiyla m =5 igin tekil olup, k # 2

icin  asikar  ¢Oziimi  vardir.  Bdylece
PA,, = AP, , =0 bulunur. Ote yandan kano-

nik yogunluk p® kullamldiginda A ’nmn

U, , ’den bagimsiz oldugu goriillmektedir.

Sonu¢ 3. p® kanonik yogunlugu, korunan bir
yogunluk ise, A, =0 bulunur.

Ispat. u, = Au, +Bevrim denklemi igin p®
hesaplanip, kismi integrasyon uygulandiginda,
p®in, (17) denkleminin formunda ve

2
P= A
a

A=a"

(22)

oldugu gortiliir.

Buradan PA, , =0esitligi A, ; =0 sonucunu
gerektirir.

Adim 3: U, _,’e gore polinomluk, ikinci sonuc,
B 0

Burada, p® ile p®kanonik yogunluklarinmn

ko-runan yogunluk olma kosulu, evrim denkle-
minde B katsayisinin formunu belirleyecektir.
|AEm—-2 ve |Bl=m-1 olmak {izere

U, = Au_ +B evrim denklemi, icin p® ve p®
hesaplandiginda,  |Q® |4 R® |=m-2
|Q® |4 R® |=m—1 olmak iizere;

m-1,m-1,m-1 =

ve
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p® =POu2 1 QWy_ +R®
o =POU2 1 Q¥y_+R®

formunda olup,

28 A ()

PO — (23)

a
m®+3m*-m-3
[arf]_2 (m® +3m* —-121m+597)

=

+ 60a_m+1am—2 Bml,ml(_
1
m?

m
1
m
Onerme 5. m>19 mertebeli ve |Al=m-2,
|Bl=m-1 olmak iizere, u, =Au,+B evrim

pe —

+60a°"2B2

m-1,m-1

(24)

oldugu goriilmektedir.

denklemi olsun. p® ve p® kanonik yogunluk-
lart korunan yogunluk ise,

B =0 ’duw. (25)

m-1,m-1,m-1
Ispat. Bu sonucun ispat1 igin, sadece p® iin
hesaplanmasi yeterli oldugu halde, oOncelikle
pPin hesaplanmasi ile sonuca ne kadar yakla-
sildig1 goriilecektir. ilk olarak (7) denklemi,
p=pY yani I=-1, F =A ve
Pon = Prams = 2P®  kosullar altinda hesapla-
narak

i¢in,

(k + %JAPnEl_)ZUm—l - [k - %)Pa) A\n—zum—l
-P¥B,,=0 (26)

elde edilmistir. (26) ifadesi iki kez u,_,’e gore
tiretilirse

2PYB 0 (27)

m-im-1m-1 —

esitligi elde edilir. Burada P® farkli sifir ise, B
katsayisi, U, ,’e gore kuadratiktir, ancak
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P® =0 kosulu, a’ya gore bir diferansiyel
denklem verdiginden B #0 kosulu go-

zard1 edilemez. Bu diferansiyel denklemi ¢oz-
mek yerine, ispat p® kullanilarak tekrar-

lanmistir. (7) denklemi p = p® icin, dolayisiy-
la1=0,F,=A Ve p,, =0, =2P® kosullari

m-1,m-1,m-1

altinda hesaplanmis olup

(k + %)APf’lum - [k + %jP(s) AU,

~-P®B,, =0 (28)

denklemi elde edilmistir. Bu denklem u,, e gore

lineer oldugundan, U, ’in katsayisi olan

(k + %)APHS} =0 (29)

ifadesinde A sifirdan farkli olduguna gore, P,
U, den bagimmsiz olmali. (24) denkleminde

P® ifadesi, U, ,’e gore tiiretildiginde,

—Mm+ 3 -2m+ 1 1
{a 1am_2(a —1j +2a 2m+2 Bm—l,m—l(a — Fj:|
Bm—l,m—l,m—l = 0 (30)
ifadesi elde edilir. Buradan;
Bm—l,m—l,m—l = O (3 1)

sonucu bulunur.

Onerme 5’e gore, p® *ii korunan bir yogunluk
olarak kabul eden bir evrim denklemi, u,,’e

gore polinom ve asagidaki formdadir.

u =Au, +Cu’, +Du, ,+E (32)

Adim 4: U, _, ’e gore polinomluk, ilk sonug,

A,,=C=0
Bu adimda iki jenerik korunan yogunluk,
p=Pui,+Qu,,+R, 7=Su?+Tu,+U ’niin
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varlig1 kabul edilerek, Uyar1 2’de verilmis olan
S=F?™P bagntis1 kullanilmig ve CP = AP, ,

=APa_ ,/a=0 esitlikleri elde edilmistir. Elde
edilen sonucun A, ,=C =0 esitligini gerektir-
digini ispat etmek icin p® ve p® kanonik
yogunluklar1 acik olarak hesaplanmistir.

Onerme 6. u,=Au, +Cu’,+Du, , +E,
m>19, m=2k +1 mertebeli ve
|A| = |C| = |D| = |E| =m-—2, Olacak sekilde bir

evrim denklemi olsun. Bu denklem,

p=PU2, +Qu,, +R (33)

n=Su’+Tu_+U (34)

P-Q-R-m-2  [l-Ul-m-t v
S =F*™P olacak sekilde iki korunan yogunluga
sahip ise,

CP=AP, ,=APa_,/a=0 (35)
olur.
Ispat. (7) ve (8) denklemlerini |=-1

F,=A=a",A ,=ma""a, ,=(2k+)a""a,,
Ve pPnn = Pmama =2P kosullart altinda hesap-
larsak, (7) denkleminde u,, ,’in katsayisi

4CP — (2k +1)AP, , + (2k —1)(2k +1) AP ‘%2 =0 (36)

ile (8) denkleminde u,,,., ’in katsayist;

12k°CP — (2k® + 3k +13k + 6) AP, ,

(37)

+(2K° —3k2 +13k +6)(2k + ) AP 2m2 g
a

olarak bulunur. Ayni islemler,
|=0,F,=A=a" Ve p,,=pnn=25=2a’P
kosullar1 altinda tekrarlaninca, (8) denkleminde
U,,; in katsayist;
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12(k® + 2k +1)PC — (2k® +3k* + 25k +12) AP, _,
a (38)
+(4k*4k® + 23k* —19k —6)AP”‘T*2 =0

olarak bulunur. (36), (37) ve (38) denklemleri-
nin olusturdugu sistemde katsayilar matrisi
k=-1/2,-3/2,2 igin tekil olup, k # 2igin sa-
dece agikar ¢6ziim vardir ve (35) bulunur.

Ozel olarak, p(l), p(z), ve p(s) kanonik yogun-
luklarmin, korunan yogunluk olmalari kosulu al-
tinda hesaplanmasi ile de ayni sonug elde edilir.
m=>19, m=2k+1 mertebeli

u =Au, +Cu’ +Du, ,+E evrim denklemi
A=a”, [A=(c|=[Dj=[E=m-2 ve p, p¥,
icin hesaplandiginda,
Q=R =IT|=V|=Ju| = m—2¥|=[z| = m~1 icin

/0(1) = Puri—l +Qu,, +R,
p? =sud +Tu’, +Vvu_, +U,
p® =Wu’ +Yu, +Z

— _0a
aumfz

formunda olup, P, S,W katsayilari, a'

ve C'=ﬁ olmak tizere,
2 1\ 2

m 1) @-m)C
24 a m a"
1C_ 2(m-1 C?

-~ —a+ a

ma™ m?

P=a'+

(39)

2m

a

, 16+m) C _,
- ———*—2a"a
6 m a"
_ ' _ 2
+l(m S)C_ma, (mzl)C
6 m
_ 2_ 1
+1(6m m 5)%(a,)2+%c Caz
6 m a m
_ 3
,8@-mc®

3 m3 aSm !

S=a"a

a+2

2m

a2m

(40)

120(m + 3) C
m(m® +3m? —121m +597) a™
240(m-1) c’?
m?(m® +3m? —121m +597) a°"

1472

W =a(a')’-

(41)

3
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seklinde bulunur.

Korunan yogunluklarin iist mertebede kuadratik
olmas1 ve Uyar1 2’de, ardigik mertebeli korunan
yogunluklar i¢in, verilen baginti sonucu:

S=0 e W =a’P (42)

olmas1 gerektigi bilinmektedir.

Asagida, Onerme 6 ile p® ’lerin korunan yo-
gun-luk olma kosullarinin A, , =C =0 esitligi-
ni gerektirdigi gosterilecektir.

Onerme 7. m>19 m=2k+1 mertebeli ve
A=a",|A=|C|=|D|=|E|=m-2 icin
u =Au,+Cu’, +Du,,+E evrim denklemi

olsun. p®, p@ . p® kanonik yogunluklar: birer
korunan yogunluk ise,

An,=C=0 (43)

bulunur.

Ispat. Oncelikle C=0 durumu ele alindiginda
ve S =0 kosulu altinda, a"a'=0 bulunur. Bu-
rada a'=0 ise ispat tamamlanmis olur. a"=0
durumunda ise P ifadesi, P=(a')*/a sekline
indirgenir. P ifadesi (35) denklemine yerlesti-
rildiginde, A(a')®/a’=0 esitliginden a'=0,
buradan A, , =0 bulunur.

C #0durumunda, (35) denkleminde CP=0
ifadesi P =0Oesitligini gerektirir ve W =a’P
esitliginden W =0 bulunur. Bu durumda, (39,
40, 41) denklemleri, a ve C’ye bagh ¢ lineer
olmayan denklemden meydana gelen bir sistem
olusturur. Sembolik hesaplamalardan C =0 ol-
dugu goriilmektedir. Asagida ise analitik bir is-
pat verilmektedir, a=a/a ve C=C/a"
+macC ifadeleri tanimlanmustir.

Buradan C'/a™"=C', a'/a=3a +a? ve

m? +23
24

1-2m -
a
m

a’+ C+a

P
a
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1
m

A D (44)
m

S
R

a

~3+1(5m—m2 -10)
6 m
+4m—2 +1(m—13)56

6 m

a2C

ac’

C+aa+ 2 CC
m

(45)

120(m + 3)
~ m(m® +3m?2 —121m + 597)
240(m—1)
m?(m?® +3m? —121m +597)

~2

(46)

ifadeleri elde edilir.

W /a’ifadesi, x, ve «,, (46) denkleminden ta-

nimlanabilen sabitler olmak iizere, asagidaki
formdadir:

% =32 -2x,Ca +x,C? (47)
W =0 oldugundan,
51,2 :6(_K1i\/’(12 _Kz) (48)

ifadesi elde edilir. Bu ifadede C ’nin katsay1st
olarak y tanimlanirsa, @ = yC ve a =»C elde
edilir.

2_ —_— — e
E: m 237/2+1 2m +2m21 a2
a 24 m m
1)\~
+(y——jC =0 (49)
m
~4 S 3 2\~
C 1—2=(}/2——}/+—2jC
a m m
2
3 ¥y 4m+5 dm-2 81-m\x,
- = C
+[7, 3 m +3m3J
=0 (50)
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(49) ile (50) denklemleri, C' ve C?icin bir li-
neer homojen denklem sistemi meydana getir-
mektedir. Sistemin katsayilar matrisi tekil ol-

madigindan C=0 bulunur. Dolayisiyla (48)
denklemi, @=a =0 esitligini verir ve ispat ta-
mamlanur.

Admm 5. U, ,’e gore polinomluk, ikinci so-
=0
Burada D katsayisinin U , e gore lineer oldugu-

nu¢: D

m-2,m-2

nu gosterecegiz.

Onerme 8. m=>19 mertebeli ve |Al=m-3,
| D= E|=m-2 olacak sekilde,
u =Au,+Du, ,+E (51)

evrim denklemi,
olacak sekilde

|IPEm-3, [QHREmM-2

p=Puy,+Qu,; +R (52)

formunda bir korunan yogunluga sahip oldugu-
nu varsayalim. Buradan

D =0 'dir. (53)

m-2,m-2

Ispat. (7) denklemi, (51) evrim denklemi ve
(52) korunan yogunluk denklemi icin hesap-
lanmistir. Burada, |=-1, F =A, p,, =2P

oldugundan:
k4t = (54)
+3 2Py oAUy, — k=2 2PA, U, , =2PD

esitligi elde edilir. (54) ifadesi u, ,’e gore iki
kez tiiretildiginde,

PD =0 (55)

m-2,m-2
bulunur.

Bilge (2005)’te hesap edilen p® ifadesinin de
ayni kosullar altinda, (52) denklemi ile aymi
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formda oldugu ve en iist mertebe kuadratik tii-
revi olan U?_’nin katsayis1 olan P ’nin asagi-
daki gibi oldugu goriliir:

m*-10m? +720m-2151__,
aa

P=
m*-10m?+9 m-3
60(—3m°+8m+3) _,
m(m4 _1Om2 +9)a2m m-2 —~m-2
XD, (56)

m-(m- +4m+3)a

Buradan

P=P9+pPYD +pP?D? (57)

formunda yazilabilir ve PD" =0 ifadesinden

D' (P?+PYD +P®D?)=0 (58)
ifadesi ve dolayisiyla
D" = Dm—2,m—2 = 0 (59)

sonucu elde edilir.

Sonu¢ 4. p®kanonik yogunlugu korunan bir
yogunluk ise D katsayisi U , ’e gore lineerdir.

Bu sonugtan yola ¢ikarak, | Al G| H|=m-3
ve |E|=m-2 olacak sekilde, integre edilebilir
bir evrim denklemi agagidaki formdadir.

u, =Au,+Gu, u, ,+Hu ,+E (60)
Adim 6. U, _,’e gore polinomluk, iiciincii so-
nue: E o000 ,=0.
Son adimda, p® kanonik yogunlugun acik ifa-
desi kullanilarak, E katsayismm Uu,,_, ’e gore ba-
gimhiligi irdelenmektedir. |AHG|HH]=m-3
ve | E |=m—2 olacak sekilde,

u =Au,+Gu . ,+Hu ,+E, m>19 (61)



Polinom olmayan skaler evrim denklemlerinin suniflandirilmast

evrim denklemi igin kanonik yogunluk, p® olarak bulunur. Bdylece, a=0 oldugundan,

a™ = A olacak sekilde asagidaki formdadir: 83,0(1) o4 ™

- Em— m-2m-2m-2 — 0 (67)
@ U, @0, o a, ;G ,1 OUn 5 m(m? —1) "R
=— —=(m" -1 +36""—(=-1)
m-— a a m

ifadesi elde edilir.

+24—2 412 ——(1
ma

aG, , aG’ _i)
ma m

Sonug olarak, m mertebeli integre edilebilen
evrim denklemi,

|AHIGIHH |HJ HLI=|N|=[S| =m-3 olacak

2u. LU, .| 8, 38, 4, 2
+ m m m m m? =1
71 [ ( )

sekilde,
+18%nC (L 9y, 180n }
a™ 'm ma
H F=Au,+Gu_u_,+Hu ,+Jud,+Lu,
+12u,, i (mi) [ZaG —ma am_s] +Nu__,+S (68)
a’ a, H
+ul -t 12y
ms Ty " mm+)a” formundadir.

+12m[— 2ma”E, ,+H’(m-1)] (62) Uyar 4. p©, i=1,2,3 ifadelerini kullana-rak,

birkag adim daha ilerlenmis ve (68) ifadesinde,
Onerme 9. |AHGHH|Em-3, |El=m-2 A’nin Uy, ;°den bagimsiz ve G =0 oldugu gos-
olacak sekilde, terilmistir. Ancak, U, _;’e gére polinomlugun el-

de edilmesi, daha fazla kanonik yogunlugun agik
u =Au, +Gu U ,+Hu ,+E,m>19 (63) ifadelerinin belirlenmesini gerektirmektedir.

evrim denklemi ve p® kanonik yogunlugu bir Sonugclar

korunan yogunlugu ise Bu calismada, p®, p?, p® kanonik yogunluk
ifadeleri kullanilarak, integre edilebilir, m’inci
Enomomome =0 dir. (64) mertebeden evrim denklemlerinin, ilk {i¢ biiyiik

tirev olan u_,u_,,u. ,’ye gore polinom oldugu
Ispat. (62) ifadesinden de goriilecegi gibi, p, ispatlanmistir. Hesaplamalara devam edildigi

m—2 mertebesindedir ancak, E ’nin formunu Nalde, polinomluk anlaminda genel bir formiil
elde edebilmek icin baska kanonik yogunlukla-
rn hesaplanmasi gerektigi goriilmiistir. Genel
hesaplamalarimizda 3 kanonik yogunluk ifadesi

kullanilmis olup, bilinen p™ ve p© kanonik

yogunluk ifadelerinin kullanilmasinin sonuglar
hakkinda daha fazla bilgi verebilecegi diistiniil-

bilmedigimizden, U , ’e gére polinom olup ol-
madig1 hakkinda bir bilgimiz yoktur. (7) denk-
lemi, I=-2, F,=A ve F, ,=CGu,,+H ifa-
deleri ve (63) denklemi i¢in hesaplanmig ve

(k + 1) ADp®, . —(k - §) DAPY, miis ve m=7 i¢in yapilan acik hesaplamalarda
2 ’ 2 ‘ sozii edilen 5 kanonik yogunluk ifadesi kulla-
=(GU,, +H)pY, ., (65) mulmistir. Ancak m=7ig¢in elde edilen sonuglar

genel migin elde edilenlerden farkli olmamistir.
Ileriki ¢alismalarda birkac¢ kanonik yogunlugun

itligi el ilmisgtir. ifadesinde U, ,’i ;
esitligi elde edilmistir. (65) ifadesinde Uy, "in hesaplanmasinin ve tezde anlatilan dereceli ce-

katsayist: bir yapisinin uygulanmasinin, genel m igin dii-
o siik mer-tebelerde siniflandirma probleminin
Prmzm-2m2 =0 (66) ¢cozlimiine yardimet olacag: diisiiniilmektedir.
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