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Ozet

n—boyutlu bir M manifoldu izerinde a=a(xy)= aij(x)yiyj bir Riemann metrigi ve
L =L6(xy)=hb(x)y" bir diferansiyel 1—form olsun. ¢(s), (—by.by) araliginda C* simifindan
#(s)-s¢ (s)+(b*-s*)g (s) >0, |s|<b<b, kosulunu saglayan pozitif bir fonksiyon olmak iizere,
F(x,y)=ad(s), (s=p/«) fonksiyonunu goz oniine alalm. Herhangi bir XeM igin
B ,= a”(x)bibj <b, ise, F fonksiyonu bir Finsler metrigi olusturur. Bu sekilde tanimlanan
Finsler metriklerine («, B) —metrigi adi verilir. ¢(s)=1+s alimrsa (a, 3)—metriklerinin ézel bir
smifimi olusturan F = a+  Randers metrigi elde edilir. Fn* =(M,F*) ve F =(M,F), sirasiyla,
Fr0Y) g
B(x.Y)

tammlanan p:F —F" metrik doniigiimiine bir Kropina doniisiimii denir (Singh, Prasad ve

Kumari, 2003). Ozel olarak, F bir Riemann uzayinin metrigi olarak alimirsa, F*, bir Kropina
uzaymin metrigine indirgenmis olur (Shen, 2001). Bu ¢alismada, oncelikle aralarinda bir Kropina
doniistimii tamimli olan iki Finsler uzaymin sprey katsayilar: arasindaki iliski elde edilmistir. Daha
sonra, bir Randers metriginin projektif diiz olmasi icin gerek ve yeter olan kosullarin, bu iliskide
kullanilmas: ile “projektif-diiz bir Randers uzayini, projektif-diiz bir Finsler uzaymna doniistiiren
Kropina doniigiimii” icin gerek ve yeter kosul elde edilmis ve bu kosul altinda Finsler doniigiim
uzaywn skaler flag egriligi elde edilmistir.

F'=F"(x,y) ve F=F(X,y) metriklerine sahip iki Finsler uzay: olsun. F"(X,y)=
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The Kropina change of the
projectively flat Randers metrics

Extended abstract
Let M be a manifold. A function F =TM —[0, )

satisfying the following properties is called a
Finsler metric:

a) Fis C*on TM, =TM \{0}

b) for any xe M, F, (y)=F(X,y) is a Minkowski
normon T,M .

The pair (M,F) is called a Finsler space.

Let a=a(x,y)=,/a;(x)y'y’ be a Riemannian

metric and 3= B(x,y) =b(x)y' be a differential

1—form on an n— dimensional manifold M . Con-
sider the function F =a¢(s), (s=/f/«a) where

¢=¢(s) is a positive C” function on (—b,,b,)

and satisfying ¢@(s)-s¢'(s) + (b*-s?)¢ (s) >0,
|s|<b<b,. Then, F is a Finsler metric if

B, Il,= fa”(x)bibj <b, for any xeM (Shen Z,,
2001). If ¢@(s)=1+s then F=a¢@(s) becomes
F = a+ £ Randers metric.

Every Finsler metric F and the spray coefficients

G of F induce a spray G, =yiii ZGiFii
OX oy
which determines the geodesics of M (Shen Z., 2001,

Abate and Patrizio, 1994). And the spray coeffi-
cients G; of F are

G :%g” (7., v -[FL.

A geodesic on a Finsler space is given by the differ-
20
. . X -
ential equation P +2G (X,

dx
—)=0.
dt)

A Finsler metric F =F(X,y)on an open subset

u cR"is projectively flat if and only if it satisfies
the following system of equations (Rapcsdk, 1961),
kay. yk — Fx' =0. In this case, the spray coefficients

of F are G- = Py', where P =P(x,y) is given by
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F.y"

P= T The scalar function P is called the

projective factor of F .

The Riemann curvature R :TM —>TM of a
manifold with a Berwald connection is defined by

Rizzae; Ly 0°G, +26) "Gy 0G; oG}
axk aXJayk ay]ayk ayj ayk )
For a tangent plane PcTM containing

yeT M, the flag curvature K =K(P,y) is de-

fined by
g,(R, (u),u)

=, 09, W) —Tg, 0T

where ueP such that P=spar{y,u}. If
K(P,y)=K(x,y) (ascalar function), F is said to
be of scalar flag curvature. If K(P,y) =constant,

F is said to have a constant flag curvature (Bao
and Robles, 2004, Shen Z., 2004).

The transformation of the Finsler metric F given by

F*(X, y) :m

If F(x,y) is a metric function of a Riemannian

is called a Kropina change F .

space, then F"(X,y) reduces to the metric function
of the Kropina space.

In this work, a Kropina change of the metric func-
F*(x.y)
B(x.y)

tively flat Randers space F, with metric F and the

tion given by F'(x,y) = between projec-

Finsler space F. with metric F is studied and it is

proved that the Finsler space Fn* is projectively flat
under a Kropina change if and only if the differen-

. . o ) - -
tial equation (—j y* =0 is satisfied. Next, it is
Xk

shown that for a Kropina change between a projec-
tively flat Randers space F, and a projectively flat

Finsler space F. , the scalar flag curvature of F_is

182

(a+p)*

Keywords: Kropina change, Randers metrics, R -
curvature, flag curvature, scalar flag curvature.

*

(p*-y'ap).
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Giris

Bir V vektor uzayinda tanimli negatif olmayan
bir F:V —[0,0) fonksiyonu herhangi bir
yeV icin asagidaki Ozelliklere sahip ise bir
Minkowski normudur:

1) F(y)>0ve F(y)=0<=y=0,

2) A>0 icin, F(1y)=AF(y), yani, F birinci
dereceden pozitif y-homojen,
3) V\{0} iizerinde F, C”
tlizerindeki

sinifindan ve V

g, =1

> 5 at[F (y+su+tv)“t 0

simetrik bilineer formu bir i¢ ¢arpimdir. g, i

carpimi, Y dogrultusundaki esas form ve (V,F)
¢ifti de bir Minkowski uzay1 adin1 alir.

M, C” simifindan n-boyutlu baglantili dife-
ransiyellenebilir bir manifold ve

™ :UTXM, (xeM), M ’nin teget uzayl
demeti olsun. Burada T M, x € M noktasindaki
teget uzaydir. Bir F:TM —[0,0) fonksiyonu-

na asagidaki ozellikleri sagladiginda bir Finsler
metrigi ad1 verilir:

a) TM \{0}da F, C” smifindan,
b) Herhangi bir xe M noktasinda, F =F/|,

T,M uzayimnda bir Minkowski normudur.

(M, F) ciftine de bir Finsler uzay: denir. Lokal
=0 (X y)

koordinatlarda, bir Finsler uzaymm g;

metrik tensori

2

0
20y'y’

g;(x,y) = F2(x,Y)

ile verilir. Burada (X,y), TM uzayinda bir nok-
tadir. Bu nedenle Finsler uzaylari metrik tensorti
g; (X) olan Riemannian uzaylarim, bir genelles-

tirilmesi olarak diisiiniilebilir.
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Finsler geometrisinde, Finsler metrikleri geo-
metrik Ozelliklerine gore ¢ok c¢esitli siniflara ay-
rilir. Bir manifold iizerinde gerekli kosullar
saglayan bir¢ok Riemannian ve Riemannian ol-
mayan Finsler metrikleri vardir.

#(S), (-by,b,) araliginda C* simifindan

#(s)-s¢ (s)+(0*-s%)¢ (s)>0, [s|<b, (1)

sartin1 saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Bu-

rada ¢':% dir. Herhangi bir xeM igin
||,Bx||a =,/aij (X)bb; <b, ise,
F=ab(s), s=2. (a=atxy). p=pixy) @

fonksiyonu bir Finsler metrigidir (Shen, 2001).

(2) ile tamimlanan Finsler —metriklerine
(a, B) - metrikleri denir. Burada
a(x,y)=,/a;(x)y'y’ Riemannian bir metrik ve

L(x,y)=hb(x)y" diferansiyel 1-formdur (Se-
nerath vd., 2007, Shen, 2001). ¢(s)=1+s al-
nirsa («, f) -metriklerinin 6zel bir siifin1 olus-
turan F =a+ £ Randers metrigi elde edilir.

Her F Finsler metrigi ve F metriginin G\

sprey katsayilari, geodezikleri veren bir

.0 .0 .. .
G. = y'— -2G. — spreyini meydana getirir.
F=Y EY Fay| prey y g

Bir F Finsler metriginin sprey katsayilari

6 =50'{[F]., v [F].|

seklinde verilir (Shen, 2001).

©)

G (X A=A Gi (xy), 2>0

sprey katsayilari ikinci dereceden pozitif
y-homojen fonksiyonlardir.

Bir Finsler uzay: lizerinde bir geodezik
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20
d—)2(+ZGiF (x,

dt d

_j 0

t

diferansiyel denklemleri ile verilir. («,pf)-
metrikli bir Finsler metriginin sprey katsayilari

ile @ Riemann metriginin sprey katsayilari ara-
2

sindaki iliski (3) de F = % alinarak,

Gl =G+ ag o ¢¢’-sg¢¢”+zﬁ'¢’)2 ”
$-s¢ ° 24[(¢-5¢)+(b*-5")g'] @
(Zaqﬁ rj{L o biJ
Y "o o8 -s(gp'+¢9)

veya kapali formda
Gi =G +Py +Q)

olarak elde edilir (Shen, 2001). Burada

o =HY'y!, sp=s}y’, s, =s;b'y!,b* =b'b,
Cby+by by -byg

TR

dir ve © ; ’ Riemann metrigine gore kovaryant

tiirev almacagini gostermektedir. Berwald, her-
hangi bir yerel koordinat sisteminde bir F Finsler
metriginin (3) ile verilen sprey katsayilarinin

GG'

Gl - oG! 6yk

Fj ay ] ’ GII:Jk
tiirevleri yardimiyla BI'(Gp K FJ,O) Berwald
konneksiyonunu tanimlamistir (Szabo, 1981).
Burada G,i:jk(x, y) ifadesi alt indislerine gore
simetriktir.

Berwald tanimladigi Berwald konneksiyonu ile
Riemanian geometrideki Riemann tensoriinii
Finsler metriklerine genisletmistir. Buna gore,

R,:TM ->TM Riemann egriligi Berwald
konneksiyonlu bir manifold iizerinde

oG. |, oG . 0°GL 0G. 0G!

kF_yJ +2G; — K A k
X ox'oy" oy'oy” oy’ oy

Ri

k

(6)
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ile tanimlanir (Shen, 2002).

Bir yeTM vektoriinii iceren bir PcTM te-
get diizlemi i¢in, uc P ve P =span{y,u} ol-
mak tizere,

g, (R, (u),u)

K(P,y) =
P = 5 09, Gu)-[0,(.0T

()

seklinde tanimlanan K = K(P,y) biiyiikligiine
flag egrilik adi verilir. Eger K biyiikliigi,
K(P,y) =K(x,y) seklinde bir skaler fonksiyon
ise F skaler flag egrilikli, K(P,y)=sbt. ise F
sabit flag egriliklidir denir. Eger bir Finsler uza-
y1 skaler flag egrilikli ise, Rli Riemann egriligi
ve K flag egriligi arasindaki iliski

Rl = KF?h! (8)
seklindedir (Shen, 2002). Burada h;
sal metrik tensordiir.

=h,9 h acl-

Projektif diiz Finsler metrikleri
Hamel (1903) ve Rapcs’ak (1961) R" nin agik
bir alt kiimesinde projektif diiz bir Finsler met-
rigini karakterize etmek icin basit bir kismi tii-
revli diferansiyel denklem sistemi elde etmistir.
R" nin ag¢ik bir alt kiimesinde bir F =F(x, y)
Finsler metriginin projektif diiz olmasi igin ge-
rek ve yeter kosul
“—F, =0

Fugy ©)

kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemini
saglamasidir (Rapcsak, 1961; Hamel, 1903). (9)
dan projektif diiz bir Finsler metriginin sprey
katsayilar1 igin

9" (x, y){[FZ]Xky. Y -[FZ]X.}

=5 9" (% Y) G (%, Y)Y F ¥

G'(xy) =7

CROGYS

©2F(x,Y) (10)
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bulunur. Burada g5 =2B72F?(g; +2I1;)—4p°F3 (14)
Lb. +1.b) +38*F“bb.,
ka (X, y)yk (I i j |) ﬂ 1™
P, y)=—"——" an ) -
2F(x.Y) 9" = B2F 22 (g" —b?b'h)) + (1—28°F b %)
irj 3 -3l-2/(1ih] JIi
olarak alinirsa, bir M manifoldu iizerinde ta- I+ 70 (b +170") (15)
nimli bir F Finsler metriginin projektif diiz ol- o
mast igin gerek ve yeter kosul hi=0; -1, =F0,0,F
: : =287F*(h; +11,)-287°F*(Lb, +1,b) (16)
G'(x,y)=P(x,y)y (12)
+2*F*bb,

seklinde ifade edilebilir. Burada (11) ile verilen .
P(x,y) projektif carpani, pozitif birinci derece- dir (Singh vd., 2003). Burada o,F =l ve
den y—homojen fonksiyondur. h=g; -1l = nggjp dir.

Yardimcr Teorem. F =+ Randers metri-
ginin projektif diiz olmas1 i¢in gerek ve yeter
kosul, & Riemann metriginin projektif diiz ve
p diferansiyel 1—formunun kapali olmasidir
(Shen, 2001; 2002).

(3) esitligi F~ metrigi icin yazilir ve (13) ve
(15) kullamilirsa G. ve Gi. sprey katsayilari
arasindaki iliski

i i 1
Ge. = ) ‘W(ﬂxky, Y
Finsler uzaymin Kropina doniisiimleri 2
* * . - ) _ bi - B B = k] [
F =(M,F") Finsler uzaymmn F(X,y) metrik B,) 2 bzﬂ Y+ Fp ) Y
fonksiyonu ile F, =(M,F) Finsler uzaymnn j 17
F (X, y) metrik fonksiyonu arasindaki iliski [ 2h? (F, ,y F )b + xy! (17)
o1

. -Bb +== By F,y ]
F (xy)= F(xY) (13) 2b’ 2Fb

B(XY) F?

458 (B, ¥ -B.)

seklinde tanimli ise p:F —F déniisiimiine

Kropina doniisiimii ad1 verilir (Singh vd., 2003).  geklinde elde edilir.

Burada A(x,y)=b(x)y' diferansiyel 1—form-

dur. Eger, (13) déniisimiinde F(x,y) Finsler Teorem. n>2 i¢in F, ve F,, swrasiyla, F
metrigi o Riemann metrigi olarak alinirsa, metrikli bir projektif diiz Randers uzay1 ve F~

metrikli bir Finsler uzay1 olsun. p:F —>F’
2

F(x,y) = e Kropina déniisiimii altinda F, Finsler uzayinin
projektif diiz bir uzay olmasi igin gerek ve yeter
. . . kosul
Kropina metrigi elde edilir.
R . x a k
F, Finsler uzaymnin metrik tensériiniin g; ko- E y =0 (18)
varyant bilesenleri ile g™ kontravaryant bile- ’
senleri ve h;; acisal metrik tensorii, sirasiyla, olmasidir.
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Ispat. Hipotez geregince, F =a+ /£ Randers
metrigi projektif diiz oldugundan F, y“-F, =0
k

FX
p=-2—

ve sprey katsayilart G; = py', oF sek-
lindedir ve Yardimc1 Teoreme gore,

G. =Py' veya Ay, y“-a, =0 (19)
ve

=0 veya S,y ~p,=0 (20)

dir. (19) ve (20) kosullar altinda (17) iliskisi

GL. =G} +Py'+Qb'
- =G y_ Q | 1)
=(p+P)y' +Qb'
seklini alir. Burada,
Vi§ B
P:W S Y
=2 2( BP-BY°),
s (22)
Q=L F Y o By
2Fb2 SR
dir.
F uzay projektif diiz olsun. Bu durumda F~

metriginin sprey katsayilar1 ve projektif carpani,
sirasyla,

*

Gr. =Py
o Fy (F2IB) ¥
C2F°  2(F%Ip)
—2|O-—ﬂ y
2B

seklinde olacagindan (21) den
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(P"-p-P)y'=Qb' (23)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin b, ile da-

raltilmas1 ve P, p ve P ’nin degerlerinin yerine
yazilmasi ile

(1_

elde edilir. n>2 icin b*=0 dir (Hashiguchi,
Hojo ve Matsumoto, 1996). Diger taraftan, (24)
deki ilk ¢arpanin sifir olmasi halinde b* =0 ol-
dugu kolayca goriiliir. Buna gére, n> 2 icin

ﬁZ
F2b2

](2 pB-B.Y*)= (24)

ﬂZ

1- F2p?

#0

dir ve (24) denkleminin saglanmasi ancak

2pB-B.y* =0 (25)
F k
ile miimkiindiir. Burada p=-—% oldugu dik-
kate alinarak,
o k
—1 y =0 (26)
5.

elde edilir. Tersine olarak, (26) saglandiginda
P=Q=0’dir. Bu durumda, (21)’den F’mn
projektif diiz oldugunu gosteren

GL. =(p+P)y +Qb

Py

k

F.y
ve P =0 ’in dikkate

bulunur. Burada p=—=2—

alinmasiyla,

By
7

_ (a+ﬂ)xk yk
© 2(a+p)

elde edilir.
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Sonug. F. projektif diiz Randers uzaym F_

n
projektif diiz bir Finsler uzayina dontistiiren

2

* F
pF>F =—, (n>2)
p

Kropina doniisiimii altinda, projektif diiz Ran-
ders uzayinin projektif ¢arpani ve sprey katsayi-
lar1 invaryant kalir.

Yardimc1 Teorem. Herhangi bir projektif diiz
Finsler metrigi skaler flag egriliklidir (Hamel,
1903, Rapcs’ak, 1961).

F2(x,Y)
B(XY)

dontisiimil projektif diiz bir F, Randers uzaym

Teorem. p: F(X,y) > F (xYy) =

projektif diiz bir Finsler uzayma doniistiiren bir
Kropina déniisiimii ise, F, nin skaler flag egri-
ligi

P
B’

(a+ @7)

(p*-y'o;p)

seklindedir. Burada 0, :8i dir.

Ispat. F~ uzaymin

j||< ZGkG,I:*jI 'ajG,I:*kl + e Grejt — G Gl
ile verilen R -egrilik tensorii y' ve y' ile carpi-

lir j ve lizerine toplam alinirsa

RS =Y'y R (28)
=20,Gi.- yjajGFi:*k -Gp iy + 26, Gy

olur. Burada k =i alindiginda

R" =20,Gt. - y'0,G. - Gr., GL +2G.., GL. (29)

elde edilir. Yardimci Teorem dikkate alinarak,
(8)’de i =k alinip (29) kullanilirsa,
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* . *D

R"=K'F*h’
=(1-n)y' 9,(p+P)+20,(Qb')-y' 6,(Qb") (30
+(n-1)(p+P)*+2(n-1)Q(p+P).b"
-Q.Qb'b' +2QQ,b'b’

)

bulunur. Diger taraftan Teorem geregince,
Q=0,P=0 ve h'=g’h;=n-1 oldugundan
(30)’dan

ﬁZ

(a+p)*

*

(p*-y'oip)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuclar

Bu calismada herhangi iki Finsler uzaynin met-
rikleri arasinda tanimlanan bir Kropina doniistimii
altinda, projektif diiz bir Randers uzayinin projek-
tif diiz bir Finsler uzayina doniismesini saglayan
kosul elde edilerek ispatlanmistir. Bu doniisiimde
projektif diiz bir Randers uzayimnin projektif car-
paninin ve sprey katsayilarinin invaryant kaldig:
gortilmistiir. Daha sonra doniismiis uzayin skaler
flag egriligi elde edilmistir.
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