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Sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi liile akis1

¢Oziimlerinin kararliligi

Senay PASINLIOGLU", Can Fuat DELALE
ITU Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Miihendisligi Programi, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

Bu ¢alismada, yakinsak-iraksak bir liilede sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi kabarcikli akis ¢o-
ziimlerinin, kabarcik/kabarcik etkilesmeleri de goz oniinde bulundurularak zamana gore kararlilig
incelenmigstir. Bunun i¢in homojen kabarcikli sivi akist modeli kullanilarak sanki-bir-boyutlu daimi
olmayan kavitasyonlu liile akis denklemleri kabarcik dinamigi yasasiyla birlikte (iyilestirilmis Ray-
leigh-Plesset denklemi) gozoniinde bulundurulmugstur. Cekirdeklesme, kabarcik béliinme ve birles-
meleri ihmal edilmigtir. Tiim soniim mekanizmalari, viskoz yutulma bi¢iminde tek bir soniim katsa-
yisiyla ele alinmuis, kabarciklarin biiyiime ve biiziilmelerinde kabarcik icindeki gaz igin politropik
yasa kullanilmistir. Baslangi¢ dagilimlari, giris kosullari ve liile geometrisi, liilede kavitasyon olu-
sacak sekilde alinmigtir. Bu varsayimlar altinda, model denklem sistemi, akig hizi ve kabarcik yari-
capt i¢in iki evrim denklemine indirgenmigstir. Evrim denklemleri, daimi olmayan akisa gore pertiir-
be edilerek kabarcik yarigcapt ve akig hizi pertiirbasyonlari igin kuple lineer kismi diferansiyel denk-
lem sistemi elde edilmistir. Bu kuple lineer denklem sistemi genellestirilmis ozdeger problemine do-
niistiiriilmiis ve liilenin belli bolgeleri icin dzdegerler hesaplanmistir. Ozdeger problemindeki denk-
lem sisteminin tiim katsayilarinin hemen hemen sabit oldugu liile giris bélgesinde, normal mod ana-
lizi yontemiyle problem kesin olarak ¢oziilmiistiir. Cesitli akis parametrelerinin (kavitasyon sayusi,
VS.) k pertiirbasyon dalga sayisiyla degisimi i¢in kararlilik diyagramlar: elde edilmistir. Elde edilen
sonuglar, kavitasyonlu daimi liile akis1 ¢oziimlerinin sadece ¢ok kiiciik dalga sayilart i¢in zamana
gore kararll oldugunu géstermigstir. Liile giris bolgesi icin kararlilik diyagramlarindaki kararli bol-
gelerin, tirbiilansh cidar kayma gerilmesi etkisi gozoniinde bulunduruldugunda genisledigi goriil-
miuistiir.

Anahtar Kelimeler: Kavitasyonlu akislar, daimi akis ¢oziimleri, zamana baglh kararlhlik.
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Temporal stability of steady-state
guasi-one-dimensional bubbly
cavitating nozzle flow solutions

Extended abstract

Cavitating flows through converging-diverging noz-
zles seem to be the simplest configurations for anal-
ysis in hydrodynamic cavitation. They have direct
applications in cavitation in ducts and venturi tubes
as well as in Diesel injection nozzles. The first model
of bubbly liquid flow through a converging-
diverging nozzle was proposed by Tangren etal.
(1949) using a barotropic relation. The problem was
reconsidered by Ishii et al. (1993) by taking into ac-
count unsteady effects, but still neglecting bubble
dynamics. A summary of barotropic models can be
found in the book by Brennen (1995). For cavitating
flows it is essential to consider bubble dynamics to-
gether with the equations of nozzle flow. A continu-
um bubbly mixture flow model that couples spherical
bubble dynamics, as described by the classical Ray-
leigh-Plesset equation, to the flow equations was
proposed by van Wijngaarden (1968). Steady-state
solutions of bubbly cavitating flows through con-
verging-diverging nozzles have been investigated by
Wang and Brennen (1998) and by Delale etal.
(2001) using the continuum bubbly liquid flow mod-
el. Assuming that the gas pressure inside the bubble
obeys the polytropic law and lumping all damping
mechanisms, in a crude manner, by a single damp-
ing coefficient in the form of viscous dissipation,
both investigations have demonstrated bifurcation of
steady-state solutions to flashing flow instabilities by
varying the inlet void fraction (or inlet bubble radius
or inlet cavitation number). A numerical investiga-
tion of unsteady bubbly cavitating flows in converg-
ing-diverging nozzles on the same model has been
carried out by Preston etal. (2002). They show that
the instabilities encountered in the steady-state solu-
tions of quasi-one-dimensional bubbly nozzle flows
may correspond to unsteady bubbly shock waves
formed in the diverging section of the nozzle and
propagated downstream.

The aim of this investigation is to present a detailed
analysis of quasi-one-dimensional unsteady bubbly
cavitating flows in converging-diverging nozzles
with the inclusion of bubble/bubble interactions as
discussed in Delale etal. (2001). The description is,
therefore, restricted solely to the investigation of the
interplay between the overall compressibility of the
continuum bubbly mixture and flow unsteadiness.
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Although the stability of both inviscid and viscous
bubbly parallel flows have been investigated by
d'Agostino etal. (1997) and d'Agostino and Burzagli
(2000), it is important to investigate the temporal
stability of cavitating nozzle flows in the guasi-one-
dimensional approximation to find out whether such
steady-state solutions are stable with respect to tem-
poral perturbations.

In this study the stability of steady-state bubbly cavi-
tating nozzle flows is considered. For this reason,
quasi-one-dimensional unsteady bubbly cavitating
nozzle flows are considered by employing a homo-
geneous bubbly liquid flow model together with the
nonlinear dynamics of cavitating bubbles, described
by a modified Rayleigh-Plesset equation. Nuclea-
tion, coagulation of bubbles and bubble fission are
neglected. The various damping mechanisms are
lumped together by a single damping coefficient in
the form of viscous dissipation. A polytropic law for
the expansion and compression of the gas inside the
bubble is assumed. The initial distributions, inlet
conditions and nozzle geometry are choosen such
that cavitation can occur in the nozzle. Under these
assumptions the complete system of equations, by
appropriate uncoupling, are reduced to two evolu-
tion equations, one for the flow speed and the other
for the bubble radius. The evolution equations for
the bubble radius and flow speed are then perturbed
with respect to flow unsteadiness resulting in a cou-
pled system of linear partial differential equations
for the radius and flow speed perturbations. This
system of coupled linear PDE's is then cast into an
eigenvalue problem. The eigenvalues for the result-
ing system are found by normal mode analysis in the
inlet region of the nozzle where the coefficients of
the system of the PDE's are almost constant. Stabil-
ity diagrams are obtained by varying the various
flow parameters (cavitation number, etc.) against
the perturbation wave number k. Results found show
that the steady-state bubbly cavitating nozzle flow
solutions are temporally stable only for perturba-
tions with very small wave numbers. The effect of
damping mechanisms on the stability of the steady-
state solutions seems to be negligible in the inlet re-
gion because of the very small growth rate of the
bubbles. The stable regions of the stability diagram
for the inlet region of the nozzle are seen to be broad-
ened by the effect of turbulent wall shear stress.

Keywords: Bubbly cavitating flows, steady-state so-
lutions, temporal stability.



Kavitasyonlu daimi akislarin kararliligi

Giris

Kavitasyon, yani baslangigta homojen olan bir
stvida buhar bosluklarinin goriilmesi olay1, de-
gisik durumlarda olusabilir. Kavitasyon oldukg¢a
diisiik basinglar altinda sivi ortamin faz gegisi
yoluyla iki-fazli sivi-kabarcik karigimina donii-
stimii olarak tanimlanabilir. Bu faz gegisi, sivi-
nin durgun ya da akis halinde oldugu durumlar-
da meydana gelebilir. Kavitasyon olayina, ge-
nellikle, s1v1 basincini yaklasik olarak sabit bir
sicaklikta sivinin doyma basicinin altina dii-
stirmekle erisilir. Akig halindeki bir sivida, 6zel-
likle, s1v1 akiginin kiigiik kesitlerden biiyiik hizla
gecisi kavitasyon olayimni dogurmaktadir. Bir su
tiirbini, gemi pervanesi, su pompasi vb. kavi-
tasyona elverisli kosullar altindadir. Kavitasyon-
lu akislarda siv1 i¢indeki kabarciklar yeterli de-
recede diisiik bir basing bolgesine tasindiginda,
adeta patlarcasina biiyiiyerek makro boyutlara
erisir ve yeniden yiiksek basing bolgesine tasin-
diklarinda siddetli bir sekilde biziiliirler. Kavi-
tasyon buhar bosluklarinin sivida dogup kay-
bolmalar1 son derece yiiksek frekanslarla tekrar-
lanir ve buhar bosluklarinin yok olmasi sirasin-
da, ¢evredeki sivinin hiicumu sonucu sok dalga-
lar1 olusur ve bu dalgalar boru cidari, makina
pervanesi gibi kati cisim iizerinde darbe etkisi
yaratir. Sonucunda bu elemanlarin darbelere
maruz kaldig bolgeler asinir.

Kavitasyon konusundaki literatiir ¢ok zengin
olmasina karsin, verilen bir akis hali i¢in Kavi-
tasyonun fiziksel mekanizmasi tam olarak anla-
stlmis degildir. Konunun belli bash kitaplari
arasinda Hammitt (1980), Young (1989), Bren-
nen (1995) ile Franc ve Michel (2004) sayilabi-
lir. Ayrica, bazi ayrintilar i¢in van Wijngaarden
(1972) ile Plesset ve Prosperetti (1977) nin der-
leme makalelerine de basvurulabilir. Kavitas-
yon, kuramsal olarak, modellenmesi zor bir
olaydir. Daimi olmayan kavitasyonlu akislarin
sayisal simiilasyonu i¢in genellikle homojen iki-
fazli akis modeli kullanilir. Bu akislar igin, ge-
ometrik ag¢idan en basit konfigiirasyonu kavitas-
yonlu yakinsak-iraksak liile akislari olusturur.
Yakinsak-iraksak bir lilleden gecen kabarcikli
stvi akis modeli ilk kez Tangren ve digerleri
(1949) tarafindan barotropik bir baginti kullani-
larak incelenmistir. Problem, daimi olmayan
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etkiler g6zoniine alinarak Ishii ve digerleri
(1993) tarafindan yeniden ele alinmig, fakat ka-
barcik dinamigi ihmal edilmistir. Kavitasyonlu
akislar i¢in kabarcik dinamigi yasasi ile liile akis
denklemlerini birlikte diisinmek zorunludur.
Klasik Rayleigh-Plesset denklemi ile tanimla-
nan kiiresel kabarcik dinamigi yasasini akis
denklemlerine baglayan siirekli bir kabarcikli
karisim akis modeli van Wijngaarden (1968)
tarafindan Onerilmistir. Bu model kullanilarak
sanki-bir-boyutlu yakinsak-iraksak liilelerdeki
kabarcikli kavitasyonlu daimi akislarin ¢oziim-
leri Wang ve Brennen (1998) ile Delale ve di-
gerleri (2001) tarafindan incelenmistir. Daimi
akis c¢oziimleri yanisira patlayan ¢oziimler bu-
lunmustur. Bu modelin daimi olmayan akis hal-
lerinde incelenmesi, 6zellikle deneylerde gozle-
nen bazi kavitasyonlu akis rejimlerinin (6rnegin
salimim yapan kavitasyon akislari, kavitasyonlu
akislarda sok dalgalari olusumu) yorumlanma-
sina yol agmistir (Preston vd., 2002 ).

Bu calismanin amaci, yakinsak-iraksak bir liile-
de sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi kabar-
cikli akis ¢oziimlerinin zamana gore kararliligim
incelemektir. Bunun i¢in homojen kabarciklh
stvi akist modeli kullanilip, sanki-bir-boyutlu
daimi olmayan kavitasyonlu liile akis denklem-
leri kabarcik dinamigi yasasiyla birlikte (iyiles-
tirilmis Rayleigh-Plesset denklemi) g6zoniinde
bulundurulmustur. Cekirdeklesme, kabarcik bo-
linme ve birlesmeleri ihmal edilmistir. Tim S6-
niim mekanizmalar1 viskoz yutulma big¢iminde
tek bir soniim katsayisiyla ele alinmis, kabarcik-
larin biiyiime ve biiziilmelerinde kabarcik ig¢in-
deki gaz i¢in politropik yasa kullanilmistir. Bas-
langi¢ dagilimlari, giris kosullar1 ve liile geo-
metrisi, lillede kavitasyon olusacak sekilde
alinmistir. Bu varsayimlar altinda onerilen mo-
del denklem sistemi akis hizi ve kabarcik yari-
capt i¢in iki evrim denklemine indirgenmistir.
Evrim denklemleri daimi olmayan akisa gore
pertiirbe edilerek kabarcik yarigap: ve akis hizi
pertlirbasyonlari i¢in kuple lineer kismi diferan-
siyel denklem sistemi elde edilmistir. Kuple li-
neer denklem sistemi genellestirilmis 6zdeger
problemine donistiiriilmiis ve 6zdeger proble-
mi, denklem sisteminin tiim katsayilarinin he-
men hemen sabit oldugu liile giris bdlgesinde,
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normal mod analizi yontemiyle kesin olarak ¢o-
zilmustiir. Cesitli akig parametrelerinin (kavi-
tasyon sayisi, hacimsel kabarcik orani, vs.) k
dalga sayistyla degisimi icin kararlilik diyag-
ramlar1 elde edilmistir. Elde edilen sonuglar,
kavitasyonlu daimi lille akisi ¢oziimlerinin sa-
dece ¢ok kiiciik dalga sayilar1 i¢in zamana gore
kararli oldugunu gostermistir. Liile giris bolgesi
icin kararlilik diyagramlarindaki kararli bolgele-
rin tirbiilansh cidar kayma gerilmesi etkisi go-
zoniinde bulunduruldugunda genisledigi goriil-
mustur.

Kavitasyonlu kabarcikh sivi akislar:

icin model denklemler

Bu béliimde, sanki-bir-boyutlu yakinsak-iraksak
bir lillede kavitasyonlu daimi olmayan akislar
icin model denklemler g6z oniinde bulundurula-
cak, baslangi¢ ve sinir kosullar ile lille geomet-
risi, liilede kavitasyon olusacak tarzda ele alina-
caktir. Kavitasyonlu akis1 modellemek i¢in Ko-
garko (1961) ve van Wijngaarden (1968, 1972)
tarafindan Onerilen, Wang ve Brennen (1998),
Delale ve digerleri (2001) ile Preston ve digerle-
ri (2002) tarafindan gelistirilen, daimi olmayan
sanki-bir-boyutlu liile akis denklemleri ile kiire-
sel kabarcik dinamigini birbirine baglayan mo-
del denklemler kullanilacaktir. Kabarcikli kari-
simin sanki-bir-boyutlu lile akisi igin siireklilik
ve momentum denklemleri

op' 0

A= Z (puA)=0 1
~ aX,(p ) 1)
,du __ap P - @)

Par ™ T A
ve karisim yogunlugu

p'=p 1-p) 3)

biciminde yazilabilir. (1)-(3) denklemlerinde u’
akis hizinmi, p' karisim basincini, p' karisim yo-
gunlugunu, p/ sikistirllamaz varsayilan sivinin
sabit yogunlugunu, g hacimsel kabarcik oranini,
ve g, tiirbiilansh cidar kayma gerilmesini gos-
termektedir. Ayrica A' liile kesit alanini, P 1slak
kesit ¢evresini, X' lile eksen koordinatini (orijin

bogazda olacak sekilde) ve t' ger¢ek zamani
gostermektedir. Momentum denklemi (2)’de
viskoz ile yergekimi terimleri ihmal edilmis
olup d/dt'=o0/0t'+u’ o/0x" materyal tiirevi gos-
termektedir. Eger kabarciklarin olusumu (gekir-
deklesme ve kabarcik bolinmesi Brennen,
2002; Delale ve Tung, 2004; Delale vd., 2005)
ve birlesmesi ihmal edilirse, karisimin birim ha-
cimdeki kabarcik sayis1 yogunlugu n' hacimsel
kabarcik orani f cinsinden

n'=7, (1-4) (4)

olarak ifade edilebilir. Burada 7o' sivinin birim
hacimdeki kabarcik yogunlugu sayisidir ve akis
boyunca sabittir. Ayrica, yarigapt R’ olan kiire-
sel kabarciklardan olusan karisimda, £ hacimsel
kabarcik orani

3. !
p =2 arey = (4137, : (5)
3 1+ (413)7R"y,

olarak tanimhdir. (4) ve (5) denklemlerinden

R°(1-p) _ 3
B 4rn,

= sabit (6)

bagintis1 elde edilir. Burada kiiresel kabarcik
dinamigi i¢in kabarciklarin birbirleriyle etkile-
simini g6z oniinde bulunduran

pi—p  [1+2/97m(3A* -DR®] _ 4R’
o, [1+@/3R"] dt”?

3[1+(8/3)77;(2A% —1)R™ + (16/9) 7°7;” A’R" | (dRT
+_

2 [1+@/3)mmR* T dt’
2S' + 4ﬂéﬁ ﬁ _ p/_ (R_(;)Sk. (7)
PR pR d’ "R

iyilestirilmis Rayleigh-Plesset denklemi kullani-
lacaktir (Delale vd., 2001). (7) denkleminde S'
yiizey gerilim Kkatsayisini, p,’ kabarcigin kismi
buhar basincini, pgi' kabarcigin lile girisindeki
kismi gaz basincini, k politropik tissii (sabit si-
caklikta hal degisimi icin k=1, izentropik hal
degisimi icin y adyabatik iis olmak iizere k=y
olur), u, viskoz yutulma seklinde tim sénim
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mekanizmalarini betimleyen karisimin efektif
viskozitesini, Ar’ kabarciklar arasi etkilesme
erimi olmak tizere (Kubota vd., 1992; Delale
vd., 2001)

_ar
_an
®)

A

bagintis1 ile tanimlanan A ise kabarcik/kabarcik
etkilesim parametresini gostermektedir. Once
akis hizi, karisim yogunlugu, karisim basinct ve
kabarcik i¢indeki gaz ve buharin kismi basinglart

p=L=1-p p=L, p =L,

P pi pi (9)
po=Po oW
S N P

seklinde boyutsuzlastirtlir. Burada p; liile giris
basmeini ve [p7,7 karakteristik hiz1 gostermek-
tedir. Ayrica X'eksen koordinati, H' (liile giris
yiiksekligi olarak segilebilir) karakteristik bir
makrodlgek uzunlugu ile, A" kesit alan1 A’ li-
lenin giris kesit alani ile, t* zaman koordinati
@/ZH_i' karakteristik akis zamani ile, R’ ka-

NCYE

barcik yaricapt R’ karakteristik mikrodlgek

uzunlugu (lile girisindeki kabarcik yarigapi)

x =L NPt o R (10)
Hi/ A! @/ HII RII
bi¢iminde boyutsuzlastirilir (Delale vd., 2006).
(2)-(7) denklemleri bu boyutsuzlastirmalarla

p=1-p (11)
A%Jr%(puA) -0 (12)
pi—ttj?g—z— WPpu’ (13)
Rs(l;f ) =%—xf (14)

p—p [1+GBA*-D(R/x)*/2] ¢°R

& [1+(R/x)'] ra
3[1+2(2A2—1)(R/Ki)3+A2(R/Ki)6](de2
+_ E—
2 [1+(R/x)*T dt
S, 4 drR_ P 15
L2R+L2(Re)R dt  L°R* (15)

normalize seklini alir. Burada u, p, p, fve R

sirastyla, boyutsuz akis hizini, karigim basincini,
karigim yogunlugunu, hacimsel kabarcik oranini
ve kabarcik yarigapimi gostermektedir. Ayrica,
L mikro ile makro boyutlar arasindaki oran

R-'
L=—, 16
o (16)
C,, cidar kayma gerilmesi katsayisi
— (17)

Co=—
@/2)p'v’

@ 1slanan g¢evrenin kesit alanina oranini betim-

leyen boyutsuz katsay1
H -VP!
=——, 18
?=n (18)

k; hacimsel kabarcik oranini betimleyen bir pa-
rametre

Ki =, (19)
B,
S, boyutsuz yiizey gerilim katsayisi
SO = 2rS 7! (20)
iR

Ve u, tim soniim katsayis: olmak iizere Re ti-
pik Reynolds sayisi

WL

(21)
,uéff

Re
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olarak tamimhidir. Yukaridaki (11)-(15) denk-
lemleri p, p, A, u, R bilinmeyenler ve

A= A(x) verilen kesit alan1 degisimi olmak

tizere kavitasyonlu daimi olmayan liile akislar
icin model denklemleri olustururlar.

AKkis hizi ve kabarcik yarigapi i¢in evrim
denklemleri

(11), (12) ve (14) denklemleri arasinda hacimsel
kabarcik orani g ile karisim yogunlugu p yok

edilirse,

dr __R _dB_dR_R 9 .,pn=-0
dt 3B(1-p) dt  dt  3BAdX

(22)
denklemi elde edilir. Ayrica (15) iyilestirilmis
Rayleigh-Plesset denklemi x'e gore tiretilip,

(22) denkleminden de © ARy ve o d°R, kismi
ox dt ox - dt?

tirev ifadeleri elde edildiginde, (13) momentum
denklemi ile aralarinda p basinci yok edilebilir.
Daha sonra birtakim diizenlemeler yapilarak ka-
barcik yaricap: R(x,t) ve akis hizi u(x,t) igin

8_R__ua_R+i2( 3 )Kl dAj 6u} (23)
ot ox 3R dx OX
%uza(x,t) (24)

evrim denklemleri elde edilir. Burada yerel ani
ivmesi a(xt)

o’a OR . oa OR
—+g(R,—,X)—+h(R,—,X)a
ox? 9( OX )ax ( OX )

2 3
zs(R,%,a_uﬁlz‘,a:‘,
OX OX OX° OX

(25)
X)

lineer kismi diferansiyel denklemini saglar. Yu-
karidaki g, h,ve s fonksiyonlar: sirasiyla

gR R - FRIR 1A
OX F(R) ox Adx

(26)

h(R = x)

)(1 dAjaR F(R) (1 dAj (27)
R) LA dx ) ox F(R) dx \ A dx

OoR ou &% & o°u
S(Ri———% =3 X)=—3U—

"oxoxoxt ax® ox®
+{Fl(R)uaFgFA(R)au+F4(R)u(1dA} &(R)}aﬂj
F,(R) ox F,(R)ox F,(R) (Adx F,(R) | ox
+F6(R)6R(au)2+ F7(R)(3%J_3F3(R)F5(R) R au
F,(R) ox F,(R) | A dx RF,(R) |&x ox
F(R)(1dA F,(R) 1dA
+F(R)(Adx)[ ] {F(R) dx(Adx)
+F9(R)u[1dAj F(R)(ldA] F(R);
F(R) \Adx F,(R) L A dx F(R)
. FB(R)UZ[; djj _3F3(R>F5<R)u[ 1 djj
F(R)  (Adx RF,(R)  \Adx

F(R) ,d (1 dA) Fm(R)}aR
+ u"—| =— |+ —
F,(R) dx{Adx F,(R) |ox

L R(R) 2(1 dA] d (1 dA)Jruzi(ld_A)
= (R)  \Adx dx\ Adx dx? A dx

G ui( 1 dj)+ [op, / ox + K7C,u* | (R +f<f)]} (28)
F,(R) dx| Adx F,(R)

bigiminde tanimhidir. (26)-(28) denklemlerinde-
ki F,j=12..,10 fonksiyonlari Pasinlioglu
(2009)'da tanimlanmustir. (23)-(25) denklemleri,
verilen bir lile geometrisi igin, baslangigtaki
kabarcik yarigapi ve akis hizi dagilimi ve belir-
lenen smur kosullar ile birlikte ¢oziiliir. Bu du-
rumda diger hidrodinamik degiskenler bu ¢o-
ziimle iliskilendirilerek elde edilir. Ozellikle,
basing alan

2.6

K T6A2—1)(R/ k)
s [6A DRI )

s a2

[2+(:-;A2 ~1)(R/x) ]{a‘;’(‘ (i‘;ﬁja

82 (1 dAj ou ,d (1 dA) pg,
+U—+ — U= == —
OX Adx ) oOx dx \ A dx R R

4 1dA) au
“greR RIS )]K j w}

bagintist ile bulunur. Son olarak g hacimsel
kabarcik orani ve p karisim yogunlugu

pP=p -

2

(29)

R® 30
R®+x° ( )

B=l-p=

bagintilariyla hesaplanir.

102



Kavitasyonlu daimi akislarin kararliligi

Sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi liile
akislarnnmn kararhhg

Bu bolimde, (23) ve (24) evrim denklemleri
kullanilarak sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu da-
imi lile akislar1 icin model denklemlerin ¢6-
ziimlerinin zamana bagl kararlilig1 incelenecek-
tir. Wang ve Brennen (1998) ile Delale ve diger-
leri (2001), liile geometrisi ve diger parametre-
ler sabit alinip sadece bir parametrenin belirli
bir aralikta degistirilmesi durumunda, sanki-bir-
boyutlu liilelerde daimi akis ¢oziimlerinin var
oldugunu gostermislerdir. Bu parametre, genel-
likle, girig baslangi¢ hacimsel kabarcik oran1 S,

veya

_1-p
1/ 2)u?

U

= = 31
ST W b

ile tanimlanan giris baslangi¢ kavitasyon sayisi
o, olarak secilir. Burada u/ ve u,, sirasiyla,

boyutlu ve boyutsuz liile girisindeki akis hizla-
ridir. Parametrelerden herhangi birinin belirli bir
kritik degerinin altinda ya da {izerinde degisti-
rilmesi durumunda daimi akis ¢ozlimlerinde ka-
rarsizliklar goriiliir. Bu nedenle, daimi akis ¢o-
ziimlerinin varoldugu durumda, bu ¢6ziimlerin
zamana bagl kararliliginin incelenmesinde ya-
rar vardir. Sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi
lille akiglarinin zamana bagli kararliligini ince-
lemek icin Once daimi olmayan liile akisi icin
elde (23) ve (24) evrim denklemlerine daimi
akiglardaki w(x) akis hizi ve R(x) kabarcik yari-

cap1 alanlar1 baz alinarak,

u=0(x)[1+ew(x,t)] (32)

R = R(X)[L+ep(x,1)] (33)

seklinde zamanla degisen w ve ¢ (her ikisi de

O(1) mertebesinde) yerel pertiirbasyonlar: uygu-
lanir. (32) ve (33) denklemlerindeki &> 0 para-

metresi o(1) mertebesindedir. Buradaki T ve R
degiskenleri, daimi lile akisi denklemlerinin
¢oziimlerinden elde edilmistir (Delale vd.,
2001). (23) ve (24) evrim denklemlerine verilen
pertlirbasyonlar uygulanip birtakim diizenleme-
ler yapildiginda w(x,t) ve ¢(Xx,t) igin

o*w o*w o*w o*w
—+A——+A—+
A ox® % ox’ot A ox? A oxot

+AS%+AG%+A,%+A,W+AQ¢:O (34)

o*w

2 2
+C,—-+C ow ow
ox“ot

_+ —_—
Pox® Tt oxat

ow 0
+C6§_E¢+C7W+CB¢=O

o*w
Lox®

+C, ow
OX

C C

(35)

denklemleri elde edilir. (34) ve (35) denklemle-
rinde 2 =(1-4)u, Ve (GA-4)=0 olmak iizere

0
1]
=]
> > |>

mO
I
o

(36)

Ke)
Il
=
Fl> >
|
~
1
o
|&
i g
7N\
| =
o
|2
Ne—
=
| I

bigimindedir ve A;, j=1,...,9 katsayilar1 Pasin-
lioglu (2009)'da tanimlanmistir. (34) ve (35)

sayilari, daimi akislardaki w(x) akis hizi (veya
R(x) kabarcik yarigapt) A(x) liile alan: ve tiirev-
lerinin fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilebilir.

Liile giris bolgesi icin normal mod analizi

Liilelerde en 6nemli bolgeler giris ve bogaz bol-
geleridir. Eger verilen bir akis, lillenin giris bol-
gesinde kararli degilse, lillenin tamaminda da
kararli olmayacaktir. Bu yiizden kararlilik prob-
lemi i¢in lilenin 6nce giris bolgesini incelemek
gereklidir. (34) ve (35) denklem sistemindeki
A, j=1..9 Ve C, j=1..8 katsayilarinn, liile-

nin giris bolgesinde hemen hemen sabit oldugu
gosterilebilir (Pasinlioglu, 2009). Dolayisiyla,
zamana bagh kararlilik problemini lile giris
bolgesinde normal mod analizi yontemiyle kesin
olarak ¢6zmek olasidir. k pertiirbasyon dalga
sayisi, o agisal frekans, w ve ¢, sirasiyla, per-

tiirbasyon akis hizi ve yaricapi genligi olmak
tizere (34) ve (35) denklemlerine

i (kx—at)

w = \We ve (kx—at)

¢ = ge (37)

doniisimii uygulanirsa,
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Lo’ + Mw+N =0 (38)

dispersiyon bagintisi elde edilir. Yukaridaki
(38) bagmtisinda L, M ve N katsayilart pertiir-
basyon dalga sayist k'nin karmasik degerlikli
fonksiyonlar1 olup

L=L, +iL, = (A — Ak?) +iAk (39)

M =M, +iM,
=[(AC,— A~ AC,—AC)k+(A+AC,)K’] (40)
H[(A — AC; + AC,) + (AL, — A — AC, — AC,)K]

N =N, +iN,
=[(AC; —AC,)+(AC; + AC, — AC,)k* ~ACK‘] (41)
+i[(AC, — AC, — AC)k +(AC, + AC, — AC,)K’]

olarak tanimlanir. Burada R ve | indisleri, sira-
styla, reel ve sanal kisimlari gostermektedir.
Zamana baglh kararlilik igin k dalga sayisi reel,
o=a,+io, acisal frekansi da kompleks sayi

olarak alinir. Sistemin kararlilig: icin @, sanal

kismi negatif olmahidir. (38) dispersiyon bagin-
tisindan @ igin 4. dereceden

£, +&,0 +&,0 +&0 +& =0 (42)
cebrik denklemi elde edilir. Buradaki & katsa-

yilarinin &’ ya bagh ifadeleri Pasinlioglu
(2009)'da tammlanmistir. Ayrica ¢, j=0,...,4

katsayilarinin £’'min ¢ift fonksiyonlar1 oldugu
ispatlanabilir. Bu yiizden (42) denklemi ile veri-
len o, *min isaretini incelemek igin yalnizca k>0

durumunu incelemek yeterli olacaktir. Bu k de-

gerlerini bulmak igin once, k*’ye gore 5. dere-
ceden bir polinom olan ¢&,’in pozitif reel

k;, j<5 kokleri bulunur ki bu k;, j<5 noktala-
nnda o, sifirdir. Sonra ¢, /¢,’iin isaretinin yar-
dimiyla, her K;, j<5’in en yakin civarinda
@, ’nin isareti bulunur. Daha sonra elde edilen
bu k; koklerinin fiziksel olanlar: belirlenir. Bu-
nun icin, lille akis denklemlerindeki /. /. s6-

nim katsayisi arttirilarak kararli bolgenin artip
artmadigi incelenir. Eger verilen bir kok igin
soniim katsayisi arttirildiginda kararl bolge ge-
nigliyorsa, bu kok fiziksel bir koktir. Boyle-
ce @, ’min isaretinden, sanki bir boyutlu kavitas-

yonlu daimi lile akislarinin kararl oldugu bél-
geler belirlenir ve gesitli akis parametreleri igin
kararlilik diyagramlar: elde edilir.

Kararhhk diyagramlar ve sonuglar

Sayisal sonuglar i¢in su/su buhari-hava iki-fazl
stvi/kabarcik karisimi ele alinmistir. Kabarcikla-
rn i¢indeki su buhari-hava gaz karisiminin izo-
termal olarak genisledigi ve sikistirildigi varsa-

yilarak suyun sicakhigr 20°Calinmistir. Kabar-

ciklarin  igindeki  kismi  buhar  basinci
p, =0.0234bar, yiizey gerilim katsayis:
S§'=7.1x10°N/m ve suyun viskozitesi

4, =10°kg/m-s olarak alinmistir. Liile giris ba-
sinc1 p; =1.013 bar degerinde sabit tutulmustur.

Geometrik ozellikleri Sekil 1 ve Sekil 2’de gos-
terilen ve kesit alan:

AX) =l—0.25exp{-(x_150|')2} (43)

30L

olan yakinsak-iraksak bir lile kullanilmistir
(Preston vd., 2002). Cidar kayma gerilmesi kat-
sayis1 c,, tiirbiilansh akis durumunda (Ward ve

Smith, 1980)

Clﬂz - 1.768In[ (Re,)C1* |-0.94 (44)

w

kullanilarak hesaplanmistir (ideal akis duru-
munda c =0 degerindedir). Buradaki Re

Reynolds sayisi, (21) denklemi ile verilen Re
Reynolds sayist ile

Har (45)

H

Re; =2uA(Re)

bagintisiyla iligkilendirilebilir. Liile giris kabar-
cik yaricapt R, =40 um Ve L=8x10* olarak
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alinmistir. Lile girisinde kabarcik/kabarcik etki-
lesmesi ihmal edilebildiginden, kabarcik/ kabar-
cik etkilesme parametresi A =1 varsayilmuastir.
Hem ideal akis, hem de tirbilansh akis duru-
munda lile giris hacimsel kabarcik orani
B =10" ve o; kavitasyon sayis1 0.7 ile 1.0 ara-
sinda degistirilmistir. Sanki-bir-boyutlu daimi
lile akislar1 i¢in model denklemlerin ¢6ziimleri-
nin, ancak o; Kavitasyon sayisinin o, Kkritik
degeri lizerinde (ya da g liile girisindeki ha-
cimsel kabarcik oranmmin g, kritik degerinin

altinda) mevcut oldugu bilinmektedir (Wang ve
Brennen, 1998; Delale vd. 2001). Yukarida be-
lirtilen kosullar altinda ideal akis durumunda

Myl =1 1Ken o =078, 4 /u, =30 iken
o, =0.72; tiirbiilansh cidar kayma gerilmesi go-
zéniine ahndiginda ), /4, =1 iken & =078,
w111, =30 iken o, =0.76 oldugu sonucu bulu-
nur. Daimi akislardaki u(x) akis hizi, R(x) ka-
barcik yarigap: ve c (x) basing katsayisinin ka-
(0:>—=(C))mn) V€
(0, <—(C,)m,) kabarcikli akislardaki degisimi,

sirasiyla, Sekil 1 ve Sekil 2’de goriilmektedir.
Buradaki (C.),,,,» minimum basing katsayisin

gostermektedir (bu durumda tiirbiilansh cidar
kayma gerilmesinin etkisi ihmal edilmistir). Ya-
pilan bu calismada, yukarida belirtilen varsa-
yimlar altinda £,(k;)=0 denklemi i¢in ii¢ adet

vitasyonsuz kavitasyonlu

koki bulunmus ve bu k;j=123 koklerinin
ayirdig1 bolgelerde @, larin isaretleri incelen-
mistir.

Ancak bulunan bu k;;j=1,23 degerleri igin
o, ’nin isareti uyumlu olmamustir. Yani (42)
denkleminin koklerinde dallanmalar meydana
gelmistir. Bulunan bu k;; j=1,2,3 koklerinin fi-
ziksel olanlariin belirlenmesi igin, liile akis
denklemlerindeki ,/, /. soniim katsayis1 arttiri-

larak kararl1 bolgelerin genisleyip genislemedigi
incelenmistir. Sonug olarak bu kritere gore Sa-
dece k <<1 Ve k,>>1 koklerinin fiziksel oldugu

bulunmustur (Pasinlioglu, 2009). Yapilan bu
hesaplamalar sonucu elde edilen kararlilik bol-
geleri, asagidaki sekillerde gosterilmistir. Sekil
3, yukarida belirtilen kosullar altinda o; kavi-

tasyon sayisinin ideal akis durumunda, k dalga
sayisina karst degisimini gostermektedir. Bu se-
kilden de agikga goriildiigii gibi, burada Kkritik
bir kavitasyon sayisinin (/=10 i¢in

0, =076, ul/u, =30.0 igin o, =0.72) altinda

daimi akis ¢oziimlerinin olmadigi goriilmek-
tedir.

Kritik kavitasyon sayisinin iizerinde elde edilen
daimi akis ¢ozlimleri ise, pertiirbasyonun yal-
nizca ¢ok kiiciik dalga sayilar1 ya da ¢ok biiyiik
dalga sayilari igin kararli ¢oztimler elde edilmis-
tir. Ancak ¢ok biiylik dalga sayilari i¢in siirekli
ortam hipotezi gegerli olmadigindan, bu bolge-
nin kararlilign da safdis1 birakilmistir. Soniim
katsayist /. /. arttirildifinda kararhilik diyag-

ramindaki kararli bolgelerde, bu durumda,
onemli bir degisim goriilmemektedir. Ancak
kritik kavitasyon sayisinin degerinde degisme
olmaktadir.

Sekil 4 tiirbiilansli durumda o; kavitasyon sayi-
sinin g/, / 4 sonim Katsayisinin farkl degerleri

icin, k dalga sayisiyla degisimini gostermekte-
dir. Tiirbiilansli durumda da sontim katsayisinin
kararlilik bolgesine dnemli bir etkisi goriilme-
mektedir. Ancak kritik kavitasyon sayisinin de-
gerini degistirmektedir. Bununla beraber tiirbii-
lansli cidar kayma gerilmesinin etkisi gozoniine
alindiginda, Sekil 5’te goriildiigli gibi kararlilik
bolgesi genislemektedir. Bu durumda tiirbiilan-
sin etkisi yalnizca daimi akis i¢in tiirbiilansh
cidar kayma gerilmesi olarak gozoniine alinmis-
tir ve tlirbiilansh akig calkantilarinin kararliliga
etkisi gozoniinde bulundurulmamustir. Fiziksel
olarak kararli daimi akis ¢oziimleri gok kiigiik
dalga sayilart i¢in gozlenmistir. Burada kararli
bolge, tiirblilansli durumda genislemektedir.
Son olarak da kabarcik/kabarcik etkilesim pa-
rametresinin kararlilik bolgelerine etkisi ince-
lenmistir.
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Sekil 1. Hava kabarciklari igeren suyun daimi
akisinda kavitasyonsuz kabarcik yaricapi ve
akis hizimin (list sekil) ve basing katsayisinin (alt
sekil), (43) denklemiyle kesit alani verilen
liilenin (orta sekil) eksen koordinati boyunca
degisimleri (burada soniim katsayist ,; 1,0 -10,

kabarcik/kabarcik etkilesim parametresi A=1.0,
giris kabarcik yarigapt r! = 40,m, mikrodan mak-
roya olgek orani L-8x10*, giris basinct p -1.013

bar, girig hacimsel kabarcik
orani g -10° ve kavitasyon sayisi o =o.gs olarak

alinmistr)
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Sekil 2. Hava-su buhart iceren suyun daimi
akisinda kavitasyonlu kabarcik yaricapt ve akis
hizimin (iist sekil), ve basing katsayisinin (alt
sekil), (43) denklemiyle kesit alant verilen
liilenin (orta sekil) eksen koordinati boyunca
degisimleri (burada séniim katsayist ,; 1,0 -10,

kabarcik/kabarcik etkilesim parametresi A=1.0,
giris kabarcik yarigapt r: = 40,m, mikrodan mak-
roya élgek orani L-gx10+, giris basinct p -1013

bar, girig hacimsel kabarcik
orani g -10° ve kavitasyon sayisi o =079 olarak

alinmigtir)
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G,
1 _t
r W/ My
= 1.0
r — — = 300
09
+Kararli Kararsiz Kararli
r Bolge Bolge Bélge
[ (Stirekli ortam
08 hipotezi
[ I gecerfi degil)
i |
0.7
i Daimi Akis Cozimi Yok
06 [ | | | |
10" 10° 10° K 10° 10"

0.9

0.8

[ i i

L ! !

L ! !

L ! !

~Kararl : Kararsiz : Kararli

r Bolge . Bolge .| Bolge

H ! " (seirekti ortam
L 1 1 hipotezi

L I | gecerli degil)
B i i

L | |

r Daimi Akis Gézimi Yok

B ideal Akis

|| == Turb. Cidar Kayma Gerilmesi

C I
o® 10° 107 107 107 10"

Sekil 3. Karisimin ideal akis durumunda soniim
katsayistmn (. 1,y farkle degerleri igin (1.0 ve

30.0) lile girisindeki kavitasyon sayisimin ()
pertiirbasyon dalga sayistyla (K) degisimi ve

Sekil 5. Karisimin ideal akis ve tiirbiilanshi cidar
kayma gerilmesinin gozoniine alindigi hallerde
liile girisindeki kavitasyon sayisinin (5 ) pertiir-

basyon dalga sayisiyla ( K) degisimi ve kararli-

.. ; lik bolgeleri
kararlilik bolgeleri &
= — = —
. g - W/ 1y
I L " 0 I L0
| — — =300 F — — =300
0ol oor
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Sekil 4. Karisinmin tiirbiilansh cidar kayma ge-
rilmesinin gozoniine alindigi durumda séniim
katsayisimn (. ) farkli degerleri (1.0 ve

30.0) igin liile girisindeki kavitasyon sayisinin
(o) pertiirbasyon dalga sayisiyla (K) degisimi ve
kararlilik bolgeleri

Sekil 6’da goriildiigii gibi kabarcik/kabarcik et-
kilesme parametresinin degisimiyle kararlilik
bolgeleri iizerinde 6nemli bir degisim gozlen-
memistir. Sonug olarak, elde edilen kararlilik

Sekil 6. Karisimin ideal akis durumunda
kabarcik/kabarcik etkilesim parametresinin
() farkly degerleri i¢in (1.0 ve 10.0) lile giri-
sindeki kavitasyon sayisimin () pertiirbasyon
dalga sayisiyla (K) degisimi ve kararlilik bol-
geleri

diyagramlarinda, kavitasyon sayisinin kritik bir
degerin altinda (ya da liile girisindeki hacimsel
kabarcik oraninin kritik bir degerin iistiinde) ol-
dugu durumlarda, daimi akis ¢6zlimlerinin mev-
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cut olmadig1 goriilmiistiir. Daimi akis halinin
mevcut oldugu hallerde, bu ¢oziimlerin sadece
cok kii¢iik dalga sayilar i¢in kararli oldugu goz-
lemlenmistir (aslinda ¢ok biiylik dalga sayilari
icin de kararli bolgeler bulunmustur, ancak bu
bolgelerde siireklilik hipotezi gegerliligini Yi-
tirmektedir). Liile giris bolgesi igin kararlilik
diyagramlarindaki kararli bolgeler, tiirbiilansh
cidar kayma gerilmesi etkisiyle genislemektedir.
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