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Nonantikomutatif N=1/2 siipersimetrik ayar teorisi
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Ozet

Sicim teorisi, fonda bir Neveu-Schwarz—Neveu-Schwarz alant varliginda ¢oziildiigiinde bozonik ko-
ordinatlarin nonkomutatifligi, Ramond-Ramond alani varliginda ¢éziildiigiinde ise fermiyonik ko-
ordinatlarin nonantikomutatifligi ortaya ¢ikmaktadir. Nonkomutatiflik veya nonantikomutatiflik
uzayin deforme edilmesiyle de elde edilebilir. Bu durumda ¢arpma isleminin yerini yildiz ¢arpimi
alir. Nonkomutatif uzayda tanimlanan alan teorileri literatiirde genis 6l¢iide incelenmistir. Deforme
olmusg stiper uzay (nonantikomutatif siiperuzay) yeni yeni incelenmeye baslanmistir. Sicim teorisi
bir D-brane’in varliginda, sabit bir Ramond-Ramond alani (gravifoton) fonunda ¢oziildiigiinde
stiperuzaymn deforme oldugu (nonantikomutatif hale geldigi) ve bu deformasyonu siipersimetrinin
yarisim kirdigi - goriilmiistiir.  Siipersimetri iiretecleri olan Q siiperyiikleri korunurken, Q

siiperyiikleri 0 ’a bagl olmalar: nedeniyle siiperuzayin bir simetrisi olmaktan ¢ikmaktadir. N=1
teorisinin simetrisinin yarisi kirtldigindan geriye kalan simetri N=1/2 siipersimetrisi olarak ad-
landirtlir. Uygun bir limitte buradaki D-brane yasam alamindaki agik sicim dinamigi Yang—Mills
alanlariyla tanimlanir. Bu yiizden de Ramond—Ramond fonundaki agik sicim dinamiginin anlagsil-
masit N=1/2 siipersimetrik ayar teorisinin irdelenmesiyle olacaktir. Bu ¢alismada nonantikomutatif
N=1/2 siipersimetrik alan teorisi zayif-kuvvetli etkilesme dualitesi (S—dualite) agisindan incelene-
cektir. Ana eyleme ait boliisiim fonksiyonu kullanarak, ana eylemin iirettigi teorilerin béliisiim fonk-
siyonlarimin denkligi gosterilecektir. S—dualitesi kuvvetli etkilesme alanlarindan zayif etkilesme
alanlarina bir gonderimdir. Eger bir teori S-dualite altinda degismez kaliyorsa zayif etkilesme ala-
nminda yapilan hesaplamalar kuvvetli etkilesme alanmindakilere doniistiiriilebilir. Bu da pertiirbatif
hesap tekniginden yararlanilmasina olanak sagladig i¢in ¢ok onemlidir.
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Nonanticommutative N=1/2
supersymmetric gauge theory

Extended abstract

The idea behind the consideration of a noncommuta-
tive spacetime was to introduce an effective ultravio-
let cutoff. However this view doesn’t hold anymore.
Instead it is hoped that with the help of the dynamics
of the noncommutative field theories the underlying
geometry of string theory will be better understood.
String theory with D—branes solved in the presence
of a Neveu-Schwarz—Neveu-Schwarz background
field leads to noncommutative coordinates.

Noncommutativity may be introduced through the
following star product which is the deformation of
multiplication of functions in space—time:

F) % g(x)= f(x)exp(%aie’f 3)g ().

Here @ is the antisymmetric noncommutativity pa-
rameter. Another notion that we will use in this
work is supersymmetry. By definition super-
symmetry is a symmetry between fermions and
bosons. Using the supersymmetry generators Q
we can express this in the following way:

0 |boson> = Q |fermion>
0 |fermion> = Q |boson>

N=1 supersymmetric field theories are the best
candidates for a generalization of the standard
model of the elementary particles. It is useful to
construct  supersymmetric  field theories in
superspace formalism. A superfield is defined as a
function in superspace which is parametrized by

(xﬂ,ﬁa,@) coordinates (u=0,1,2,3 and a,a =1,2).

Here 0, and 6, are anticommutative Weyl spinors

which  satisfy  the
relations:

following  anticommutation

16,.6,)=16,.0,}=16,.0,} = 0.

D-branes are hypersurfaces on which open strings
can end. In a certain low energy limit the string dy-
namics on the world volume of the D—brane is de-
fined by the Yang—Mills fields. Considering a D—
brane in a Ramond—Ramond (graviphoton) back-
ground one finds that the superspace is deformed
and the N=1 supersymmetry is broken to N=1/2 su-

persymmetry. Q supercharges remain as a symmetry
of the superspace , while the Q are broken due to
their dependence on 0 coordinates. If functions in
superspace are expressed in terms of y, 0, and 6,
where y* = x* + 0°c*,0% which satisfy [*, y"]=0,
then the multiplication can be replaced by the fol-

lowing star product where the derivatives are taken
at constant y and 0, :

c”? o o
2 00" 06"

F(0)xg(0)= f(O)exp(~ )8(0)

Here C*. which is the symmetric deformation pa-
rameter, is defined by C*'=C* gp0,"" where Cy, a
self-dual graviphoton field strength. Thus instead of
coordinates which are operators, one deals with the
usual superspace variables. To get a better under-
standing of the open string dynamics, N=1/2 super-
symmetric gauge theory needs to be further investi-
gated. Nonanticommutative supersymmetric theories
are defined in Euclidean space where the fermionic
coordinates are not related by complex conjugation.

When the fermionic @ coordinates are chosen to
satisfy {0°,6”}=C” and {0%,6°}=0 0 will no

more be the complex conjugation of 6.

In the present work we will investigate the S—duality
properties of  nmonanticommutative N=1/2
supersymmetric U(1) gauge theory using the parent
action formalism. The notion of duality is very
important as it makes the calculations easier. S—
duality transformations can be obtained by exchang-
ing original fields with their duals. It maps the states
and vacua of a theory with coupling constant g to
those of a theory with a coupling constant 1/g. Thus
one can always benefit from perturbative calculation
method. For simple theories like U(1) gauge theory
S-duality property can be shown by rescaling its
gauge fields. However, to study more complicated
theories, such as noncommutative or nonanticommu-
tative U(1) gauge theories, it is more convenient to
use parent action formalism. By definition a parent
action should give the original theory if the dual
fields are eliminated using the equations of motion
and vice versa. By showing the equivalence of the
partition functions of the two theories we will con-
clude that the nonanticommutative N=1/2 super-
symmetric U(1) gauge theory is invariant under S—
duality.

Keywords: Nonanticommutative field theory, du-
ality, supersymmetry.
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Giris

Bir D-brane’i sabit bir Ramond-Ramond alani
fonunda ele aldigimizda N=1 siipersimetrisinin
yarisinin kirillarak N=1/2 siipersimetrisi haline
geldigini goriiriiz (de Boer vd., 2003; Ooguri ve
Vafa, 2003; Seiberg, 2003). Deforme olan
stiperuzayda koordinatlar su 6zellikleri saglar:

[y ]=iem, 670" |=C (1)

Burada ®™ bir Neveu-Schwarz—Neveu-Schwarz

fonuna ve C* ise bir Ramond-Ramond fonuna
karsilik gelmektedir. Uygun bir limitte buradaki
D-brane yasam alanindaki agik sicim dinamigi
Yang-Mills alanlariyla tanimlanir. Fondaki
alanlarin varliginda altta yatan N=/ siiper-
simetrik ayar teorisi de deforme olarak N=1/2
stipersimetrik ayar teorisine doniigiir. Bu du-
rumda c¢arpma isleminin yerini yildiz carpimi
alir. Bu yiizden de Ramond-Ramond fonundaki
acik sicim dinamiginin anlasilmast N=1/2
stipersimetrik ayar teorisinin irdelenmesiyle
olacaktir.

Nonantikomutatifligin sicim

teorisinden cikisi

Sicim teorisi gravifoton fonunda ¢oziildiigiinde
nonantikomutatif uzay ortaya c¢ikmaktadir (de
Boer vd., 2003; Ooguri ve Vafa, 2003). Nonan-
tikomutatifligin ortaya ¢iktigi II. tip sicim teorisi
Lagrange yogunlugu asagidaki gibidir:

1~ ~ - ~
L,=—0x"0x,+p,00° +p,00° + p,00° +
T2 2
+p,00°
Burada uzay—zaman kiralitesini, “~” ise ya-
sam alami kiralitesini gostermektedir. z ve Z

[

kompleks koordinatlar1 gosterirken, & ve &, 82
z

ve % tiirevlerine karsilik gelmektedir. Orijinal
Z

koordinatlar yerine:

Y =x"+i0c.0% +i0°c* 0°
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d, =

a

o

P, —i0%ck,0x, — 0600, %@6(&9)

3

7 1~ —
4, ==P, =i0,,0"0x, +- 0000, —Ea(eaae)

da :1;70;

—i0%%" ox —
i0"o,,;0x,— 0

3

2

é(eaﬁ ) 3)

—p—ict, 0%, +%é_é”aéa -

P

koordinatlarin1 kullanirsak (2) esitligi ile verilen
Lagrange yogunlugunu,

+d .00 + tamtiirev terimleri

a

olarak elde ederiz. Fon olarak sabit bir gravi-
foton alan1 almak i¢in Lagrange yogunluguna

Fq,3, (5)

teriminin eklenmesi gereklidir. Dolayisiyla yeni
Lagrange yogunlugu
L, =-q,00" -G06" +a'F”’q,q, (6)

olur. ¢ ve g ’nun hareket denklemleri kullanilir-

sa
Apa _ raf s

6(? =a'F"q, )
00 = —a’F“ﬂqﬂ

etkin Lagrange yogunlugu

L= 06°06” (8)
7 \a”F ),

olarak tanmimlanir. Buradan da koordinatlarin
nonantikomutatifligi ¢ikar:

{0°.0"} =a"F’ =C" %0 (9)
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Dolayisiyla gravifoton fonunun daha 6nce belir-
tilen deformasyona denk geldigi goriilmiis olur.

Non-antikomutatif NV =1/2
siipersimetrik U(1) ayar teorisinin
dualite degismezligi

S—dualitesi kuvvetli etkilesme alanlar1 ile zayif
etkilesme alanlar1 arasinda bir gonderimdir.
Eger bir teori S—dualite altinda degismez ise za-
yif etkilesme alaninda yapilan hesaplamalar kuv-
vetli etkilesme alanindakilere doniistiirtilebilir.

Daha 6nce nonkomutatif U(1) ayar teorisinin S-
dualite invaryanslhigi Dayi ve Yapiskan (2004)
calismasinda Hamilton formalizmi kullanilarak
gosterilmisti. Bu calismada ise N=1/2 siiper-
simetrik U(1) ayar teorisinin dualite 6zelliklerini
aragtirmak istiyoruz. Dual teoriyi tanimlamak
i¢cin bir ana eylem olusturacagiz. U(1) ayar teo-
risinin dualite invaryanslig1 ayar alanlarini yeni-
den Olgeklendirerek ya da ana eylem formalizmi
kullamlarak gosterilebilir (Buscher, 1987; Buscher,
1988). Ana eylem formalizminin kullanilmasi
U(1) ayar teorisinin dual formulas-yonunu ver-
mesine olanak saglar (Ganor vd., 2000). Ana
eylem tanim olarak dual alanlar1 hareket denk-
lemlerini kullanarak yok ettigimizde orijinal te-
oriyi vermelidir. Orijinal alanlar1 hareket denk-
lemleri yardimiyla yok ettigimizde ise dual teo-
riyi elde ederiz.

Stipersimetrik U(1) ayar teorisi i¢in ana eylem
stiperalanlarla Seiberg ve Witten (1994) calis-
masinda verilmistir. Nonkomutatif siipersimet-
rik U(1) ayar teorisi i¢in ana eylem ise Day1 ve
digerleri (2003) c¢alismasinda olusturulmustur.
Benzer bir yaklagimla N=1/2 siipersimetrik ayar
teorisi i¢in de bir ana eylem olusturmak istiyo-
ruz. Bilesen alanlardan olusan asagidaki eylemi
ele alalim.

Sl 1o A
I, —?Id x{m P F,, =S A0% =0y +
1 1 i e
+ZD'2 +ZD22 —ZC” E, (A2 +yy)}

S P 1= 1., =
+[d iz N, 0, Ay +— 207y + = AyO —

2 “ 2 2 (10)

1_ 1- i
_5‘//610_5/1081//+5DD(D1_D2)}
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Burada F,, herhangi bir ayar alanindan bagim-

s1z olan bir alandir. Dual alanlarin hareket denk-
lemleri kullanilarak elde edilen orijinal teorinin
eylemi Seiberg (2003) ¢alismasinda nonantiko-
mutatif N=1/2 siipersimetrik U(1) ayar teorisi
i¢in Onerilen eylemle aynidir (Day1 vd., 2005):

1= iz'[d“x{—i(aﬂAv ~8,4,) ~ildo% Ap
&7 (11)
I —
-5 C"(0,4,-0,4,)2}.

Orijinal alanlarin hareket denklemleri kullanila-
rak elde edilen dual N=1/2 siipersimetrik ayar
teorisinin eylemi ise

1. i - -
I,=¢ jd“x{—z Ey By = 2o =~ A0

1, i _ (12)
+ 5 Dlz) + Z g zgﬂMKCAKF D;tvﬁ‘D/lD}

olarak bulunur. (11) ve (12) karsilastirildiginda
iki eylemin de aym1 formda oldugu ve dualite
doniisiimiiniin

g+
. (13)
C,uv N __ng,uvAKCﬂK

oldugu gozlemlenebilir.

Nonantikomutatif N=1/2 siipersimetrik
U(1) ayar teorisinin ve dual teorinin

boliisiim fonksiyonlarinin esitligi
(10) eylemine ait boliisiim fonksiyonunun, (11)
ve (12) eylemlerinin boliistim fonksiyonlarini
iiretmesi beklenmektedir. Integrasyonlar: basit-
lestireceginden Hamilton formiilasyonunu kul-
lanmak daha uygun olacaktir. Bu formiilasyon
icin alanlara karsilik gelen kanonik momentum-
lar1 tanimlamamiz  gerekmektedir. (F,,, 4

A, ¥, v, D,, D,) alanlarmna (P*", TII;,
I ng, M,,, P, P) momentumlari,

la®
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(Ap> Apas A%, D,) alanlarna ise (P¥, TI%,
[1,,, P,) momentumlar: karsilik gelsin. (10)

eyleminden ¢ikan tiim kanonik momentumlar
birincil baglara yol agarlar. Ana eylemden elde
edilen tiim birincil baglar asagidaki gibidir:

IOiEPOiz() s éjEPiij, /%O’EH?zO 5

— " l a 0 1 a 0 ~

Yo =11, _2g2 A0 +5/100-ad ~0

a a i — —Oaa 7 =0ca

1 =1 ——y, 0 ——ﬂ,Ddao ~0 ,
2g

szzl:[mzo, q}lEPle , q)zEpzzO,

i i 1 ij

¢Dlngzo . ¥ =P —ng"ijzo,

a a 1——020:

ZDEHD_EWDZGO =0

— 1
Xpa EHDO‘: +Eﬂa0'2d zO,

®,=P,~0 (14)

X, ve P, tiim alanlar ve onlarin momentumla-
1

rin1 géstermek tizere;
H,= ZX,PXI ~L

olarak tanimlanan kanonik Hamilton yogunlu-
gunun

1
g

H

pc

Joy 7 L
w5 SV

1
4
(DD, (i)~

ik
—& E)ia'

J

A, +% &"F0

y

A, —%MD— (15)

K

1 = 1 1=
22,va, +§!WJ’D +EﬂDV§[/—

1
_EDD(D1 _Dz)

oldugu gosterilebilir. Genisletilmis Hamilton
yogunlugu ise, ({®,}) tiim birincil baglar1 gos-
termek lizere;
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HEZHPC+ci(I)i (16)
ile verilir. Baglarin zaman igerisinde sabit olma-
lar1 kosulu olan

{HE’(Di}:d)i:{H q)i}‘l'ci{q)i’q)j}:o (17)

pe?

ifadesinden elde edilen ikincil baglar asagidaki
gibidir:

1 i
AIE{Hpc’Pl}:__Z 2D1—EDDz0,
1 i
A, ={H,.,P)}= _ngDz 5D =0,

1
Ay ={H Py} = (D, = D;) =0,

1

op=1{H,.. Py} :EgljkakF;j ~0,

pc>t D

P = {H,.,B,}= F" —g’s"o A+

. 2
+%C°i(ﬂ7+l/71/7) ~0. (19)

Teorinin S—dual degismezligine sahip olup ol-
madigina karar verebilmemiz igin ilgili yol
integraline bakmamiz gerekir. Yol integralinde
kullanilacak olan bu baglarin birinci sinif mi
ikinci sinif mi1 olduklarm belirleyelim. ¢,, bi-

rinci siif bir bagdir. Ayni zamanda

¢D3 = 8i¢£2 +¢,=0,P, ~0 (20)
lineer kombinasyonu da birinci sinif bir bagdir.
Bununla beraber (1%2 'nin rotasyonunu almaktan

gelen iki lineer bagimsiz bag daha vardir.

£..0’

o, =K'¢), =K"g,0'¢ ~0 21
Burada n=1,2 ve K'ler agik ifadeleri bu ca-
lismada kullanilmayacak olan bazi sabitlerdir.
@"'i de aym sekilde ayirirsak hesaplarimiz ko-

laylagir.

0, =0.p" =—0F" —éaic‘” (A +77) = 0 (22)
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ol =L = L"¢, 0 g 0. (23)

Burada L”'ler yine acik ifadeleri bize gerekli
olmayan sabitlerdir. Bu baglarin gerekli olanlari
kullanilarak hem normal hem de dual Hamilton
fonksiyonunu bulabilmemiz gerekir.

Faz uzayindaki boliistim fonksiyonu agagidaki
yazilabilir (Fradkin, 1973; Senjanovic, 1976).

iId3x(®iP® _H )
i p

z=[[1po, DB, M e (24)
M = Ndet(97)5(0-P,)5(0-A,)S(Py,)
5(Ayq)sdet M ]5(S,), 3)

S, tim ikinci smmf baglari gostermektedir:
SZE(¢17 ¢2, (Dli (Dz’ ¢D4’ ®D’ ¢2) ¢37 Al)
Ass @y Bps Xos Xos Xas Xas Xps> Xp)-

Birinci siif baglar ¢Dl ve ¢D3 icin ayar kosulla-

I1

(26)

N ise normalizasyon sabitidir. Ikinci smif bag-
larin genellestirilmis Poisson parantezleri matri-
st M ={S_,S .} susekildedir:

A B
C D
Burada BB = Bozonik baglar, FB= Fermiyonik
baglar1 gostermek lizere 4 = {BB, BB}, B =
(BB, FB}, C = {FB, BB} = -B", D = {FB,

FB} antikomutasyonlarindan olusmaktadir. M
nin sliperdeterminanti;

(27)

sdetM = (det D)™ det(4A— BD™'C). (28)
ile verilir. Stiperdeterminanta bozonik kisimdan
gelen katki Day1 ve Yapiskan (2004) ¢alisma-
sinda;
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det 4= det(£,0'K/K )det (&, 0'L]Ly).  (29)
olarak hesaplanmistir. K ve L' operatorleri

(21) ve (23)'te tammmlanmistir. Fermiyonik bag-
larin katkisi ise su sekildedir (Day1 vd., 2005):

]2
(24) denkleminde fermiyonik alanlara karsilik

gelen tiim momentum integralleri ilgili delta
fonksiyonlar1 sayesinde kolayca yapilabilir:

1
4det g

detD = —( (30)

Z= jDF”V DA Dy DA Dy DD, DP, DD,
DP, DA, DA, DA, DP,

Du

DD, DP,
M expli[d*x[PD, + B,D, + Py 4y, +

Py A, +P,D~ 12F°"Fol.—
I NP S S
4g2 ij 2 2 2g2l// l//

1 i i A A _
+— (D} + D)) ——C"F,,(AL +7ip) -
4g 2g

i
2

C'F, (A4 +yw)+&™F,

1

0 Ay, -

1, 1= 1. =
—55"kEj8kADo +516/1D +5/1Da/1 —

1

_ 1 =+ ]
_EWGZ’D _5/7’08'//+%DD(D1 —-D,)]}.31)

Once "D" indisi tasimayan alanlar iizerinden
integral almak istiyoruz. Yapilisinin ayrintilari
Day1 ve digerleri (2005) calismasinda bulunan
bu integral alindiktan sonra boliistim fonksiyonu

7= DA,, D2, DP,, DD, DP, (detg’)
detd* (detd)’ 5(D,)S(P,) 5(0-P,)
5(0-Ay) expli[d*x Py Ay, + P, Dy, -

2
_LP g FgF _
2g 4

Dij

2 DiPDi - icgiPDi/TDZD

. 2
l ii e . a
= & ChFo Aoy ~ig A0 +%Dg]}.(32)



L. T. Kelleyane, O. F. Day:

olur. Simdi de (31) denkleminde, "D" indisi
tasiyan alanlar {izerinden integral alalim. Bu du-
rumda boliisiim fonksiyonu su hale gelir:

Z = D4, DP' DA D7 DD, DP, (detg")
(det &%)(detd)? 5(D,)S(P)S(0-P)S(8- A)

2
expli [d*x[P'4,+ DP, —%(13)2 —iC"PAA -

D? —

2 1

1 i A7
0,4, —0,A) —— 104 +
17O 04—
i

= C"(0,4, -0 ,4)A1}.

(33)

Eksponansiyelde orijinal teorinin 1. dereceden
eylemini, (10) ifadesini goriiyoruz.

(32) ve (33) ifadelerini kiyasladigimizda
nonantikomutatif N=1/2 siipersimetrik U(1)
ayar teorisinin ve dualinin boliisiim fonksiyonla-
rinin birbirine denk oldugunu gérmiis oluruz.

Z

-z (34)

NA NAD

Dolayistyla nonantikomutatif N=1/2 siipersi-

metrik U(1) ayar teorisi zayif-kuvvetli etkiles-
me dualitesi altinda degigmezdir.
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