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Ozet

Bir manipiilatériin kinematik yeterliligi, o manipiilatéoriin u¢ noktasimin erisebildigi toplam kiime
olan ¢calisma uzayinda keyfi secilen her yonde oteleme ve yine keyfi secilen her yonde donme hare-
keti yapabilmesidir. Diger bir degisle kinematik yetersiz manipulatérler, ¢alisma uzaylarinda ge-
cerli biitiin konfigiirasyonlara ulasmak icin gereken serbestlik derecelerinden (SD) daha azina sa-
hip olan manipiilatorierdir. U¢ boyutlu ¢alisma uzay icin bu durum, bir manipiilatériin serbestlik
derecesinin altidan daha kiigiik olmasina karsi diiger. Ciinkii ti¢ boyutlu ¢alisma uzaymna sahip ki-
nematik yeterliligi olan bir manipiilatoriin u¢ noktasi, ii¢ boyutta dénme ve ii¢ boyutta oteleme ol-
mak tizere toplam alti boyutlu bir manifold tanmimlar. Birlikte ¢alisan manipiilatorlerden olusan bir
sistem tizerindeki kuvvet ve moment dagilimlarint hesaplayabilmek icin sistemin Jakobiyen matrisi-
nin stitunlaruvn biitiin kombinasyonlart bu manifoldu tamamuyla tarayabilmelidir. Bundan dolayt
literatiirde genellikle manipiilatorlerin kinematik yeterliligi ve tekil durumda olmamalart bu prob-
lemin ¢oziimiine on kosul olarak getirilmektedir. Birlikte ¢calisan manipiilatérlerin dinamik anali-
zinde kinematik yeterlilik on kosulunun kaldirilmast amaciyla bu ¢alismada, manipiilatorlerin tasi-
dig1 yiikii bir mobil platform olarak modelleyerek sisteme alti serbestlik derecesi kazandirmak ve
bunun yeterli olmadigi durumlarda sisteme “sozde eklem” eklemek olarak ozetlenebilecek bir yon-
tem tanmitilmaktadir. Bu yontemin holonomik olmayan sistemlere uygulamasi da arag¢ dinamiginde
tekerlek ve yol arasindaki kuvvetlerin hesaplanabilmesi anlamina geldigi i¢in otomotiv endiistrisin-
de ayrica onem tasir.

Anahtar kelimeler: Birlikte ¢calisan manipiilatorler, kinematik yetersiz manipiilator, ortak yiik yeri-
ne mobil platform, sozde eklem
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Dynamical modelling of kinematically
deficient cooperating manipulators

Extended abstract

Precision and load capacity are among the reasons
why more than one manipulator may be used to per-
form a common task. In such cooperation, propagat-
ing force and torque within and among manipulators
cannot be computed unless the columns of the Sys-
tem-Jacobian matrix span the operational space
completely. This can be made sure as long as the
end-effector of each manipulator in the system inde-
pendently move and rotate at any direction in the
operational space. In order to have a three-
dimensional task space for rotation and translation,
a manipulator needs to have at least six Degrees of
Freedom (DOF). Then the Jacobian of such manipu-
lator is required to have columns that span a six-
dimensional manifold provided that it is not at a sin-
gular configuration.

Many industrial applications do not require the full
kinematic capability to move and rotate the tip point
of the manipulator at any direction. In regards to
cost, manufacturing, and compactness, any DOF not
necessary for the task should be avoided unless re-
dundancy is needed for both operational space and
Jjoint space controls such as obstacle or joint limit
avoidance problems. With this motivation, kinematic
deficiency is defined as the lack of ability of the end-
effector to independently move towards and rotate
around any vector in the operational space. There-
fore, kinematically deficient manipulators are those
that have fewer degrees of freedom than necessary
to achieve any admissible configuration in their op-
erational space.

This paper addresses the challenges associated
with the computation of constrained forces at a co-
operating manipulator system in the presence of
kinematic deficiency. One may suggest eliminating
the deficiency by reducing the size of the task space
by removing the directions towards which the end-
effector of the manipulator cannot move from the
Jacobian. Considering that the range space of the
Jacobian represents the space in which the end-
effector of the manipulator is free to move. The
space in which the tip of the manipulator cannot
move is the one perpendicular to the range space.
Therefore, it is the null space of the transpose of
the Jacobian. The drawback of this method is that
the computation of null space requires Singular

68

Value Decomposition (SVD), which introduces in-
stability due to the fact that singular vectors are
not unique, and may introduce discontinuity. This
drawback alone makes this methodology impracti-
cal, not to mention the cost associated with the nu-
merical computation of SVD. These are the disad-
vantages of the numerical methods in general ad-
dressing this issue. Consequently, there is a need
for an analytical approach on which our work par-
ticularly concentrates.

We suggest two methods; “‘common load as mobile
platform” and the “pseudo joint.” Common-load-
as-mobile-platform method is essentially a modeling
strategy. The basic idea behind it is to model the
load carried by the manipulators as if it were the
mobile platform carrying the manipulators. Hence,
we need to re-label the body frames to reflect the
new assignments of the end-effector and the base.
The reason of this is to gain 6 DOF from the plat-
form. In many cases, this additional 6 DOF together
with appropriate constraint equations yield the con-
straint forces. For the other cases we propose the
pseudo-joint method, which may be used in conjunc-
tion with the common-load-as-mobile-platform
method.

The pseudo-joint method is used at a kinematically
deficient system where additional 6 DOF introduced
by the “common load as mobile platform” method is
not sufficient. In this case, we first augment the sys-
tem with additional joints called pseudo-joints and
then remove them from the system by computed con-
straints, which actually correspond to stress along
the pseudo-joints. Therefore, for the price of stress
computation, we obtain full propagation of forces
and torques including the constrained ones through-
out the system.

These techniques can be applied to nonholonomic
systems where the constraints are not integrable.
We demonstrate the use of the algorithm on
wheeled systems and show the constrained forces.
In many applications it is critical to know the tire-
road interaction forces, which determine how a
vehicle turns, brakes and accelerates. Future work
of this study includes multitrailer vehicle dynamics
and control.

Keywords: Cooperating manipulators, kinematically
deficient manipulators, common-load-as-mobile-
platform, pseudo-joint.
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Giris

Kinematik yetersiz manipiilatorler, ¢alisma
alanlarinda gecerli biitiin konfigurasyonlara
ulagsmak i¢in gereken serbestlik derecelerinden
daha azina sahip olan manipiilatorlerdir. Birgok
endistriyel uygulama, manipiilatoriin u¢ nokta-
sin1 herhangi bir yonde hareket ettirmek ve don-
diirmek i¢in gerekli kinematik yeterlilik gerek-
tirmez. Genellikle, istenen ydriinge alti boyutlu
islemsel uzayin alt kiimesinde yer alir. Kinema-
tik artiklik, engel sakinimi veya eklem sinir1 sa-
kinimi gibi ¢alisma uzay1 ve eklem uzay1 kont-
rolleri gerekmedikge, kinematik yetersiz mani-
ptlatorler cok serbestlik dereceli manipiilatorle-
re gore maliyet, liretim kolayligi ve kapladigi
yer agisindan istiinliikk kazanir. Ayrica, birlikte
calisan manipiilatorler seri manipiilatorlere gore
dogruluk, yiik dengesi ve yiiksek yiik kapasitesi
gibi d6zeliklerle de avantaj saglar. Bunlardan do-
lay1, belli uygulamalar, ortak bir gorevi yerine
getirmek i¢in birlikte ¢alisan ve kinematik ye-
tersiz ¢oklu manipiilatdrlerden faydalanmay1
gerektirir.

Birlikte ¢alisan manipiilatorlerin dinamik denk-
lemini ¢odzebilmek icin Oncelikle birbirleriyle
etkilestikleri u¢ noktalarindaki kisit kuvvetleri
ve momentlerini ¢6zmemiz gerekir. Bunu yapa-
bilmek icin de sisteme iliskin Jakobiyen matri-
sinin siitunlari, toplam c¢aligsma uzayini tam ola-
rak tartyor olmalidir. Bundan dolayi, manipiila-
torlerden birinin tekillige girmesi halinde siste-
min dinamik modeli ¢aligmayacaktir. Kinematik
yetersizlik ise bir anlamda bu tekilligin stirekli
oldugu durumdur.

Birlikte calisan ve kinematik yetersizligi olan
coklu manipiilatoér kavramii aslinda genel an-
lamiyla dinamik modelleme yontemi olarak ele
aliyoruz. Diger bir degisle, burada bahsettigimiz
yontemler sadece manipiilatorlerle sinirli kal-
may1ip daha genel olarak rijit cisimler dinamigi
i¢in gelistirilmistir. Ornegin araba veya daha
basit olarak bisiklet gibi tekerlekli kara tasitlar
bu sinifin elemanlaridir. Bisikletin tekerleklerini
kinematik yetersiz birer manipiilator olarak mo-
delleyebiliriz. Tekerleklerin bisikletin gévdesini
tutmasi1 da modelde kinematik ¢evrimi kapayan
ortak yiik olarak ele alinabilir.
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Birlikte calisan manipulatorler robotik uygula-
malarda dikkate deger bir 6nem tasir. Bu dnem
literatiire de yansimis ve Deo ve Walker (1996),
Rodriguez, Jain ve Kreutz (1992), Anderson ve
Critchley (2003) gibi daha pekgok arastirmacilar
bu problem iizerinde calismislar ve kendi yon-
temlerini gelistirmiglerdir.

Kisith manipiilatérler Bruyninckx ve Khatib
(2000) gibi arastirmacilar tarafindan genis ca-
lisma alan1 bulmasina ragmen 6zel olarak kine-
matik yetersiz manipiilatorler bilimsel c¢evreler
tarafindan gereken ilgiyi gormemistir. Abdel-
Malek ve digerleri (1999), kinematik yetersiz
manipiilatdrlerde ¢alisma uzayi lizerine arastir-
ma yapmistir. Kinematik yetersiz manipiilator
olan iki parmakli tutaglarin dinamik modeli
Prattichizzo ve Bicchi (1996) tarafindan calisil-
mustir. Ameliyat robotlarinin kinematik yetersiz
durumlarindaki modelleri diger durumlardakiyle
beraber Funda ve digerleri (1996) tarafindan
degerlendirilmistir. Manipiilatorlerin  dinamik
modellemesinde kullanilmak {izere kinematik
yeterlilik 6l¢iitii tizerinde de caligsmalar vardir
(Rico vd., 2006).

Holonomik olmayan sistemlere iliskin ¢ok de-
tayl bilgi ve aragtirma (Bloch, 2003)’de bulu-
nabilir. Ozel olarak tekerlekli ara¢ dinamigiyle
ilgili olarak robotik formalizmini kullanan az
sayidaki ¢alismaya da (Holmberg vd., 2000) ve
(Venture vd., 2006) ornek verilebilir. Gerek
Holmberg’in ve gerekse Venture nin kullandik-
lar1 tekerlek modeliyle bu makalede tanitilan
model arasinda 6nemli farklar vardir.

Makalenin organizasyonu kisaca soyledir: Kul-
lanilan notasyon hakkinda bilgi verildikten son-
ra birlikte ¢alisan manipiilatorlerin dinamik mo-
deli agiklanmaktadir. Sonra kinematik yetersiz
manipiilatorlerde karsilagilan zorluklardan bah-
sedilmis ve Onerilen yontemler tanitilmigtir. Son
olarak da, holonomik olmayan sistemler iizerin-
de uygulama yapilmis ve sonuglar verilmistir.

Notasyon

Bu calismada uzaysal vektor notasyonu kulla-
nilmistir. Uzaysal hiz vektorii, agisal hiz vektor
uzay1 ve dogrusal hiz vektor uzaymin birlesme-
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siyle olusur. Ayni sekilde, uzaysal kuvvet vek-
torii, moment vektdr uzayr ve kuvvet vektor
uzayimin birlesmesiyle olusur. Bunlar su sekilde
gosterilirler:

Yukarida da goriildiigii gibi, uzaysal vektor

X érneginde oldugu gibi iki okla, fiziksel vek-
tor X ise standart notasyon olan bir okla goste-
rilmistir. Bunun disindaki matematiksel tanimli
biitiin vektorler X seklinde alt ¢izgili olarak ve

ayrica “1” numarali manipiilatore iliskin degis-
kenler de ‘X olarak gdsterilmistir.

Birlikte calisan manipiilatorlerin
dinamigi

Sekil 1°de iki puma kolunun birlikte ¢alisarak
ortak yiikii kaldirdiklar1 goriilmektedir.

Sekil 1. Birlikte ¢alisan manipiilatorler

Her bir kolun ters dinamik denklemini yazarak
baglayalim.

=M+ CHITF, ()
burada i=1,2 olup 7z eklemlere uygulanan mo-
mentleri, M genellestirilmis kiitle matrisini, C
koriyolis ve yercekimi terimini, J Jakobiyen
operatdriinii, & eklem ivmelerini ve é uc nok-
tasindaki uzaysal kuvveti temsil etmektedir.

Her iki kol i¢in (1)’1 alt alta yazar ve buradaki
terimleri tek matris olacak sekilde diizenlersek
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t=MG+C+J'F, )
elde ederiz. Sekil 1°de goriildiigl lizere, mani-
ptilatorlerin u¢ noktalar1 arasinda, ortak yiikiin
rijit olmasindan dolayi, dogrusal bir iliski var-
dir. Bunu su sekilde ifade edebiliriz:

v, =AY, (3)
Buna karsilik gelen dinamik baginti
ATF,=F @)

seklindedir. Jakobiyen tanimindan ve (3)’ten
biliniyor ki

V,=J0=AV, (5)
(5)’in zamana gore tiirevi alinirsa
a,=J0+J0=Aa, +a, (6)

olur. Burada a_ortak yiikiin koriyolis ve santri-

fiij uzaysal ivmesini temsil etmektedir.

Ote yandan (4)’e ortak yiikiin dinamigi esitlene-
bilir.

. (7

burada I;C ortak yiikiin jiroskobik uzaysal kuvve-
tini temsil etmektedir. Simdi (2)’yi kullanarak
elde edilen ileri dinamik denklemi J ile soldan
carpilirsa

JO=IM"(z-C)-JMJ'F, (8)
bulunur. (6) ve (7)’den
JO=AM'A"F,—d 9)

burada a'=AM_'b F,—a,+J0. (8) ve (9)
esitlenirse

QF =M (z-C)+d (10)
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ve
Q,=M"J" +AM_'A’ (11)

olarak bulunur.

Ortak yiik yerine mobil platform
yontemi

Uzayda (agirliksiz ortamda) serbestce duran
platform iizerinde birlikte calisan manipiilator-
lerden olusan sistemi modellemekle baglayalim.

Oncelikle 6’ tammmm  genisletilmesi
gerekiyor.
v,
6= 6
"0

Buna bagl olarak M genellestirilmis kiitle mat-
risinin, C koriyolis ve yercekimi teriminin ve J
Jakobiyen operatdriiniin tanimlarinin da genisle-
tilmesi gerekiyor. Bunlarla ilgili detaylar
Yesiloglu, (2007)’de verilmistir.

Genisletilmis tanimlar1 kullanarak ters dinamik
denklemi (2)’de verilen formda olacaktir

(12)

Sekil 1°de verilen sistem yeniden ele alinip, or-
tak yiik mobil platform olarak modellenir. Diger
tarafta da u¢ noktasi i¢in

V,=J0=0 (13)
yazariz. (13)’lin tiirevinden
JO=-J0 (14)

bulunur. (12)’den 6 cekilip soldan J ile carpi-
lirsa (8)’deki forma benzeyen yapi elde edilir.
Bu (14) ile esitlendiginde

S

F,=A"

t

(15)
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Q,F, =AM ' (z-C)+AJO (16)
Ve
Q, =AM 'J A’ (17)

olarak bulunur.

F,’nin ¢oziimii ancak (11)’de verilen Q, ’nin
veya (17)’de verilen Q, ’nin tam rank olmasina
baghdir. QQ, 'nin tam rank olmasi i¢in sistemde-

ki her manipiilatoriin Jakobiyeninin rankinin 6
olmas1 gerekir. Bu oldukca kisitlayict bir du-
rumdur. Kinematik yetersiz manipiilatorlere
hi¢bir zaman uygulanamaz. Kinematik yeterlili-
&1 olan manipiilatérlerde de tekillik olustugunda
¢oziim elde edilemez. Oysa Q,’nin taniminda

mobil platformdan dolay1 sisteme 6 serbestlik
derecesi eklenmistir. Bu durum €, ’nin tam rank

olmasi i¢in pek ¢ok pratik uygulamada yeterlidir.

F, (12)’de yerine konulacak olursa, hareket
denklemi

6=Dz +E (18)

halini alir. Burada 7z, =z —C dir.

Birlikte ¢calisan kinematik yetersiz
manipiilatorlerin dinamigi

Birlikte ¢alisan kinematik yetersiz manipiilator-
lerin dinamigi i¢in asagida iki yOntem
tanitilacaktir.

Sayisal yontem

Tekil konfigiirasyon durumundaki jakobiyenin
rank eksikligi problemine veya alti serbestlik
derecesinden az manipiilatorlere deginmek igin,
calisma uzayinin boyutunu diisiirmek Onerilebi-
lir. Bunu yapabilmek i¢in, dncelikle manipiila-
torlerin u¢ noktasinin gidemeyecegi yonlerin
bulunmas1 gerekir. Jakobiyenin transpozunun
null uzayi bize bu yonleri verir. Bunu temel ala-
rak, indirgenmis is uzaymin koordinat doniisii-
mii asagidaki sekilde elde edilir:
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R=NWNUH")
Burada N null uzay operatoriidiir.

(19)

A
R(7)

Sekil 2. Jakobiyen operatorii eklem uzay ile
calisma uzayt arasinda esleme yapar

Sekil 2°den de goriilecegi iizere, N(J') mani-
piilatdriin u¢ noktasinin gidemeyecegi uzayin
baz vektorlerini verir. Bu uzaya N denilsin. Bu
uzayin baz vektorlerinin transpozunu null uzay
operatoriine uygulandiginda ise N uzayina dik
olay uzayin baz vektorlerine ulasilir. Bu da ma-
nipiilatoriin u¢ noktasinin gidebildigi uzaydir. R

burada uzay indirgeme operatoriidiir ve su se-
kilde kullanilir:

J, =RJ (20)
Ortogonallik 6zelliginden dolay1

J=R"J, (21)
esitligi de gecerlidir.

Bu yontem, sayisal olarak null uzayin hesabini
gerektirdigi i¢in problemlidir. Tekil vektorlerin
tek olmamasi siireklilik garanti etmez ve bu du-
rum algoritmada sayisal kararsizlifa yol acabi-
lir. Ayrica, Tekil Deger Ayrimlastirmasi (SVD)
sayisal hesaplama anlaminda oldukga pahali bir
yontemdir.

Sozde Eklem Yontemi
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Gergeklemesi kolay ve niimerik olarak verimli
alternatif yaklagim, linklerin burkulma moment-
lerini hesaplamaktir. Once, gergekte olmayan
eklemler oldugu varsayilir ve sonra Sekil 3'de
gosterildigi lizere bu eklemlerin agisal ivmeleri-
ni sifir yapacak momentler hesaplanir.

kilit, yuvas

Sekil 3. Sozde eklem

Oncelikle, eklem uzayin gergek ve sézde eklem
olmak tizere iki alt uzaya bdlen lineer bir opera-
tor bulmamiz gerekiyor. Bu S olsun. S, nxn lik
bir birim matrisin satirlar1 yer degistirilerek elde
edilir. Burada n s6zde eklemlerin toplam serbest-
lik derecesidir. (18)'deki ileri dinamik denklemini
yeniden diizenlersek, denklem su hale gelir:

Sd

~ augmented

=(SDS™)S T wugmentea T SE (22)

(22)’de verilen denklem ger¢ek ve sozde eklem
uzaylarina ayristirilirsa

é d d,|z €
I E + (23)
Qp d, d, |z, €,

elde edilir. 6, =0 oldugundan

0=D,r +E, (24)
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dinamik denklemine ulagilir. Burada
D, =d, -d,d, 'd,
E, =¢ _d2d471€2

(25)
(26)

olarak bulunur. Bu denklemlerde d, ’iin nasil

tam rank yapilacagi, aciklanmasi gereken bir tasa-
rim konusudur. Diyelim ki Sekil 4’de gosterilen

diizlemsel dort kollu link yapismda 6, =0 ve

0, =0 olacak sekilde 2 ve 3 numarali eklemleri
kisitlansin ve bu eklemler sézde eklem olarak
atansin. Ote yandan, Sekil 4’de goriilen 6,, 6,,
0, ve 6, acilan birbirlerine esittir. Bu yiizden de

herbiri bir digerine bagimlidir. Dolayisiyla, sis-
temde dort eklem olmasina ragmen sadece bir ta-
nesi bagimsizdir. Sonug olarak, gerekli momenti

uygulayarak 92 ‘1n her zaman sifir kalmasi sagla-
nirsa, bu zaten 6, ’mn da sifir olmasim zorunlu ki-
lar. Buradan, d,’lin rank kaybetmesinin sozde

eklemler arasindaki bagimliliktan kaynaklandig
anlagsilir.

eklem 4

Sekil 4. Dort-kollu diizlemsel link

So6zde eklem yontemini Sekil 4’de gosterilen dort
kollu link yapisina uygulamak i¢in dncelikle sis-
tem, birlikte ¢alisan iki kola béliiniir. Ornegin,
yere paralel olan link ortasindan kesilebilir. Son-
ra, her kola ekstra eklemler ekleyerek her biri
istenilen serbestlik derecesine getirilir ki boylece
Q) matrisi tersi alinilabilir olsun. Sekil 5’de 2 ve
5 numarali eklemlerin s6zde eklem sec¢ilmesi
halindeki olas1 konfiglirasyon goriilmektedir.

eklem 4
(9)

Sekil 5. Stirgiilii dort-kollu diizlemsel link
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Holonomik olmayan sistemler

iizerinde uygulama

Kaymadan yuvarlanma hareketi, genellestirilmis
hizlarin fonksiyonu olarak ifade edilen fakat
konumlarin fonksiyonuyla ifade edilemeyen ki-
sitlara bagli oldugu i¢cin kaymadan yuvarlanan
tekerlek holonomik olmayan sistemler kiimesi-
nin bir elemanidir. Holonomik sistemler tanim
itibartyla Lagrange mekanigi, Hamilton Meka-
nigi ve momentumun korunumu yasalarina uyan
sistemlerdir. Holonomik olmayan sistemler icin
ise Lagrange d’Alembert mekanigi, holonomik
olmayan Hamilton mekanigi ve momentum
denklemleri gecerlidir.
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Sekil 6. Kaymadan yuvarlanma hareketi yapan
tekerlek

Bu yiizden kisit kuvvetleri genellikle dinamik
denklem ¢6ziimiinden elimine edilir. Oysa te-
kerlek ile yol arasindaki kuvvetler ara¢ dinamigi
ve kontrolii i¢in ¢ok dnemlidir.

Tek tekerlek modeli

Kaymadan yuvarlanan bir tekerlek ii¢ serbestlik
derecesine sahiptir. Genellikle, bu serbestlik de-
recelerinin Sekil 6’da da goriildigii gibi tekerlek
ile yol arasindaki temas noktasinda oldugu di-
stintiliir. Tekerlek dinamigini robotik formaliz-
miyle ¢ozmeye calisan az sayidaki yayinda da
hep bu egilim vardir, 6rnegin (Venture vd.,
2006) ve (Holmberg vd., 2000). Oysa, tekerligin
hareketi gergekte iki alt harekete boliinmelidir;
kendi merkezi etrafinda donme ve temas nokta-
sinda da donmeye bagli 6teleme yapmasi sek-
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linde. Bunun sembolik gdosterilimi Sekil 7°de
verilmistir.

mobil platform (tekerlek merkezi)

e eklem 1

} eklem 2

kisidanmis ug noktasi

Sekil 7. Tekerlek icin onerilen eklem atamasini
gosteren sembolik model

Burada yonelim ve devrilme serbestlik dereceleri
yerdeki temas noktasinda tanimlanmis 2 serbestlik
dereceli (SD) eklem iizerinden, donme hareketi ise
tekerlek merkezine yerlestirilmis 1 SD’1i eklem ile
yapilmaktadir. Tekerlegin kiitlesi ve eylemsizligi,
Sekil 7°de mobil platform olarak gdsterilen mer-
kezde noktasal olarak tanimlanmustir. Bu sekilde
gosterilen r tekerlegin yarigapidir. Sekil 8’de gos-
terilen monosikleti diisiinelim.

Sekil 8. Monosiklet ve onun sembolik gésterilimi
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Bununla ilgili eksen atamasi da Sekil 9°da gos-
terildigi gibi olsun.

%
% é}ﬁ
X = ) eklem 1

Z

s 5

?I: eklem 2

Sekil 9. Monosiklet icin eksen takimi atamasi

Burada dikkat cekilmesi gereken bir konu, 2
numarali eklemin SD’lerinden devrilme SD’nin
donme ekseni kendi linki tizerinde tanimli eksen
takimina gore degil, 1 numarali linkin eksen ta-
kimina gbre tanimlanmustir.

Kisit analizi ile baglayalim. U¢ noktasinda iki
yonde kayma kisit1 vardir; yanal yonde ve hare-
ket yoniinde. Once yanal yondeki kisiti
f(x)x=0 olarak ifade edilen Pfaffian kisiti

formuna indirgenebilecek sekilde yazalim.

2

AV =0 (27)

Burada

A= {9 } (28)
X

A, A’nmn anihilatori, yani null uzaymin baz
vektorlerinden olusmus olsun. Dolayisiyla;

AA=0 (29)
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A’nin secimi tek olmamakla beraber asagidaki
sekilde tanimlanabilir

TG
le 6T
A=|z" 0 (30)
6T j}»lT
_6T EIT_

Dikkat edilirse burada A ortogonaldir ve bundan
dolay1:

AAT =T (31)

ozelligine sahiptir. (27)’yi ve (29)’u kullanarak,
bes boyutlu bir manifoldda taniml1 dyle bir V',
vardir ki;

V,=A"V (32)

c

olsun. Ote yandan hareket ydniindeki kayma
kisit1 da su sekilde ifade edilebilir:

(33)

Burada ortak-ylik-yerine-mobil-platform yonte-
mini kullandigimizdan dolay1 €, 9 boyutlu uza-
yin bir vektoriidiir. Daha acik olarak:

i
o=9 (34)
92

_93_
ve B matrisi

00 00O0OO 0 0 O]
0000O0O0 O 00
B=/0 000OOO 0 00 (35)
000 0O0O0 — 00
000000 0 0 O]

seklinde tanimlanir.
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Simdiye kadar kisitlarin kinematik analizi ya-
pildi. Kisitlardan kaynaklanan kuvvetleri yaza-
bilmek i¢in tekerlegin yerle yaptigi temas nok-
tasinda yapilan is yazilir ve (32)’de verilen
denklem kullanilir.

F'V,=F'A"V =(AF)'V . =F 'V, (36)
(36)’da tanimlandig iizere;
F, =AF, (37)

Ote yandan A"’un hedef (range) uzay: ile
A "un hedef uzayinin birbirine dik uzaylar oldugu

gerceginden hareketle 17“, iki bilesene ayrilabilir:

F=F,+F, (38)
Daha agik olarak:
F=A"¢+An (39)

(39)°’da verilen denklem, (31)’i de kullanarak
(37)’de yerine konursa;

F,.=¢ (40)
oldugu ¢ikar. (40)’1 (39)’da kullanarak;
F.=ATF, + A7 (41)

ifadesini elde ederiz. Burada 7 terimi i gérme-

yen kuvvettir. F,’nin minimum norm ¢ozimii

n’y1 sifir almaktir. Sonug olarak:

F=A"F, 42)
elde edilir. Simdi, u¢ noktasinda yapilan isi tek-
rar degerlendirmek iizere ve bu sefer sirasiyla

(42), (32), (31) ve (33) kullanlsin.

u

=(A"TE)'A"V . =F"V.=F.Bo

t =

F,'
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=B'F)'0 =z1,'0 (43)
(43)’ten
T, = BTF( (44)

olarak tanimlanan z, kisit kuvvetlerinden do-

layt olusan moment biyiikligi elde edilir.
Bunu dahil ederek ters dinamik denklemi
yazilirsa:

z,+7,=Mg+C+J'F, (45)
ve (44) kullanilirsa:

7, =M@+ (AJ-B)'F, (46)
elde edilir. Burada

r.=7,-C 47)
(46)’dan elde edilen ileri dinamik denklemi
f=M"(z,-(AJ-B)'F,) (48)

olur. Simdi kinematige geri donerek (32), (33)
ve Jakobiyen tanimi kullanilirsa;

V,=ATBO=J0 (49)

elde edilir. Bunun zamana gdre tiirevi alinirsa;

V=A"BO+A"BO=J6+J0 (50)
olur. (50)’yi diizenlersek
(J-A"B)d=A"BO-J6 (51)
bulunur. (51) soldan A ile ¢arpilsin

(AJ -B)d = AA"BO—AJO (52)

(48) de soldan (AJ —B)ile carpilir ve bu (50)
ile esitlenirse
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F.=Q"'(A®,da+(AJ-BM 'z, — AA"BY)
(53)

Q=(AJ-BM'(AJ -B)" (54)

elde edilir.

Iki tekerlekli ara¢c modeli
Yukarida verilen monosiklet dinamik denklemi
biitiin tekerlekli araclarda uygulanabilecek ka-

dar geneldir. A’nm tanimini degistirmek gibi
ufak degisikliklerle diger tekerlekli araglara
uyarlanabilir.

Yukarida verilen formiilasyon Sekil 10’da gorii-
len iki tekerlekli araca uygulanacaktir.

Sekil 10. Iki tekerlekli arac

Iki tekerlekli aracin sembolik gosterilimi Sekil
11°de verilmistir. Burada her iki kolda da bir
numarali link havada donen tekerlege karsi
diismektedir. U¢ noktasi olarak gosterilen yerle
temas noktalari ise kaymama kisit1 altinda hare-
ket etmektedir.

1ek]em1 FLATHORM 2eklem1

»<d

eklem zeklernz

)

Sekil 11. Aracin sembolik gosterilimi
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(26)’da verilen A, iki tekerlekli aracin yanal
yondeki kaymama kosuluna uygun olarak asa-
g1daki sekilde yeniden tanimlanir:

(=1

(35)

(30)-(54) arasindaki biitiin adimlar (55)’e bagh
olarak diizenlenir ve ayn1 formda elde edilir.
Tekrar olmamas1 amaciyla burada ayrica diizen-
lenmemistir. Ilgili detaylar Yesiloglu (2007)’de
verilmektedir.

Sonuglar

Yukarida bahsedilen iki tekerlekli ara¢c modeli
Pentium 4 islemcili bilgisayar iizerinde
MATLAB kullanilarak gerceklenmistir. Sekil
12°de gosterildigi gibi 0-0.5 saniye arasinda sol
tekerlege 1 Nm’lik moment uygulanmis ve ara-
cin yerle temas noktalarindaki kuvvet ve mo-
mentler sol tekerlek icin Sekil 13°te ve sag te-
kerlek i¢in Sekil 14’te gosterilmistir. Simiilas-
yon siiresi 2 saniye, her tekerlegin kiitlesi 3 kg,
tekerlekler arasindaki ¢ubugun kiitlesi 1 kg ola-
rak secilmistir.

Sonu¢ olarak bu makalede, birlikte calisan ki-
nematik yetersiz manipiilatdrlerde karsilagilan
zorluklar agiklanmis olup bunlar i¢in yeni yon-
temler onerilmistir. Holonomik olmayan sistem-
ler iizerinde uygulamasi yapilmis ve sonuglar
verilmistir.

Ileriye doniik ¢aligma olarak; bu metodolojinin
gercek zamanda fiziksel sistemlere uygulanmasi
ve boylelikle benzetim sonuglariin gercek so-
nuglarla dogrulanmasi onerilir.
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Sekil 12. Araca uygulanan girisler

g 02
= \
5 0 '
= 0 05 1 15 2
_ Zaman[s]
= 2><10'3
£l ]
g U—///l ; :
o 0 05 1 15 2
E Zaman[s]
s Omo's
§2f
£ 4 05 1 15 >
= Zaman[s]
= 001 :
ol U_—jf/-,‘l
z
o . .
= 8y 05 1 15 .
Zaman[s]
= 1
40_-)1}-\
§ .
= g 05 1 15 2
Zamarn[s]
= 34335 .
I 34.33\
o=
2 34325
= 05 1 15 2
Zaman[s]

Sekil 13. Sol tekerlegin yerle temas noktasindaki
kuvvet ve momentler
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Sekil 14. Sag tekerlegin yerle temas
noktasindaki kuvvet ve momentler
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